TiM LOT GIAI CAC BAI TOAN BAT DPANG THUC, GTLN - GTNN NHO DU POAN
DAU BANG
Cac em h/s va cac ban than mén, trong cac dé thi TSPH thudng c6 mot cau V la cau
khé (d€ chon cac cao thUl vé 1am) ciu nay nhiing niam gén day thudng cho duéi dang cac
bai toan BPT. Va thudng thi cac si t&f khong biét bat dau tir dau dé gidi quyét no. Bai
viét nay tdi sé truy@n dat cho cac ban mot “tuyét chiéu” vo cong déc dao (chi can mot
chiéu théi). Sau khi hoc dugc “tuy@t chiéu” nay cac ban sé thay cac van dé tré nén rat
don gian.
PE linh héi dugc “tuyét chiéu” ma toi t(";ng hop tur vo 56 cac chiéu thifc cla cac
mon phai khac thi trudc tién cac ban phdi nam dugc mOt s0 “chiéu thtfc” ban da.
1. Bat Dang thUc Casi (cac chiéu nay xem trong “Dai s0 10”)
a. BatPang thc Cauchy cho 2 56 :
Cho2s6a,b>0.Khidé:a+b=2ab.Dau ‘=’ xdy rakhia=b.
b. Bat bang thiic Cauchy cho 356 :
Cho3sOa,b,c 20.Khidotacé:a+b+c = 3%abc.Dau‘="xdyrakhia=b=c.
Nhan dang:
+ Tim nho nhat cUa t6ng khi biét tich.
+ Tim 16n nhat cUa tich khi biét tGng, tdng binh phuong.
+ ChUng minh tGng 16n hon tich, tich chia tOng (tOng binh phuong, . . .)
+ Dung nhap céc tdng, tOng nghich ddo, . . . thAnh mot.
Cdc BPT co ban lién quan_hay dung :
1. a*+b’* > 2ab.
2. a®+b’+c®=ab+ac+bc.Dau‘="khia=b=c.

1 ~ 2 .
3. a2+b2+c22§(a+b+c)22ab+ac+bc.Dau‘=’Xayrakh1a=b=c.

/ 1 1 ~ > 1 1
4. VGia,b >0.Tac6:(a+b)([+{)>4. Dau'="xayrakhia=b (hay: _+ 2 aer)
1 ”

1 1 2
5. V6ia b, c >0.Tacé: (a+b+c)(a+b c > 9. Dau ‘=’ xay ra khi a = b = ¢ (hay :
1 1 1 9

= ).

—4 -2
a b c ar b+c

Y nghia cUa cac bat dang thic 4, 5 la cho phép ta nhd@p cac phan s6 thanh mét do dé
rat thuan 10i cho viéc xét ham v6i mot an.

2. Bat Dang Thitc Bunhiacopxki -BPT Tri Tuyét Di : )
Trong chu'ong trinh thi Pai Hoc ching ta chi dugc dp dung BPT Cauchy cho 2 va 3 s6 khong

dm va bat dang thirc Bunhiacopxki cho 2 cdp s6.
|a, b +a,b,[ /(@ +al)(b} +b?)

~ 2 . a
Dau ‘=’ xdyrakhi =

a N2 < A ~ ~
b b—z(NEu bd dau | | thi can thém > 0 nita)
1 2

b._Nhén dang:
+ Tdng cac cap sO c6 tich khéng doi.
+ TOng binh phuong bang mdt s6 khong dSi.
c..Ung dung



+ Nhap cac tOng binh phuong thanh mot.
3. Khao sdt ham s6
Trén ddy la cdc vén dé ma Pai HOi Anh Hiing thudng ra dé€ chon cao thu. Hi vong cdc si tU
nam duoc cdc chiéu thlrc co ban nay dé€ linh hoi cho tét.

Khi tim GTNN, GTLN cac em thuOng mac phai sai 1am phd bién trong viéc tim gia
tri cUla bién tai cac diém dat max, min d6 13 : thuc hién lién tiép nhiéu budc danh gia
nhung ddu ‘= tai mdi budc 1a khong nhu nhau do d6 khong cé dau ‘=" d€ xay ra dang
thUc cudi. Xét bai toén:

Tim GTLN cUa f(x) = sin’x + /3 cosx, c6 ban di gidi nhu sau:

PR , T T . .
Chi can xét trong x< [0 ;EJ'TG co:sin’x < sinx suy ra : f(x) <sinx + /3 cosx

Mat khdc : sinx + /3 cosx = 2sin(x + g)SZ.

Vay f()max = 2.

Nhdn xét : bai gidi trén sai (bai gidi ding xem & dudi) do da vudng sai lam trong tim
dau ‘=’. f(x) khong thé dat gia tri bang 2 duoc vi d€ tGi BPT cudi ching ta da thuc hién
2 phép bién doi :

+1an 1: sin’x < sinx ; dau ‘=’ khi x = 0, /2.

+1an 2: 2sin(x +®/6)<2; dau ‘=" khi x=7/6

Nhu vay, khi thuc hién moi budc bién dbi ta thudng tu dat ra cau hoi:

+ Khi thurc hién cdc buéc bi€n déi nhur vay thi liéu ddu ‘=’ ¢6 dat duoc & buéc
cudi cung khong ?

+ Ddnh gid nhur thé ndo dé cé thé dura vé vé con lai duoc hay khéng ?

Mac du bai toan c6 th€ thuc hién lién ti€p nhi€u budc bién ddi nhung d€ dau ‘=’ dat
dugc thi & mdi buGe dau ‘= ciing phai gidng nhu dau ‘=" & dang thic cudi cing. Vay
thi tai sao ta khéng duw dodn truéc ddu ‘=’ cta BPT (hodc gid tri ma tai dé biéu thirc
dat max, min) réi tir dé6 méi dinh hudéng phurong phdp ddnh gid ?. Pay 1a mot cach
phan tich tim 10i gidi ma t6i muln gidi thiéu. P& c6 hudng suy nghi ding ching ta thuc
hién cac budc phan tich sau:

L.Phan tich —tim 10i gidi:
1.DY doan dau ‘=’ cUa BPT hay cac di€m ma tai dé dat GTLN, GTNN.
2.TU du doan dau “=”, két hop vdi cac BDT quen thudc du dodn phép danh gia. MOi
phép danh gia phai ddm bdo nguyén tac “dau ‘=’ xay ra 8 moi buGc nay phai giéng nhu
dau ‘=’ du doan ban dau”.

PéE 1am 16, t6i xin phan tich cach suy nghi tim 10i gidi trong mOt vai vi du sau:

I1. Cac thi du:
Thi du 1: (PH 2003-A)
Chox,y,z>0thdamén:x +y+z < 1. Cmr:

P= \/Xz-i-%-i-Jyz-i-%-i-JZz-Fz—lz >./82

Phan tich:
Bl1.Du dodandau ‘=":x=y=z=1/3



B2. B& 1am mét d&u can, ta c6 thé suy ngh theo 2 hudng: mat du cin & tlng s hang
hodc nhap dau cin & moi s6 hang thanh mot.
1. Néu suy nghi theo huéng mat dau cin & tUng sO hang ta dung BPT Bunhiacopxki:

+ [x +i2 & dang t8ng hai binh phuong — BPT BCS—ta cdn tim: J(xz +i)([?]+[?])z .

. ~ ?
Dau ‘=’ cla du doan ban dau la x = v a dau a danh gia BDT BCS la U—x—— Nhu

W

A ~ < . PN . R ~ , 2 N 1
vay 2 sO con lai can dién se co ti 1e 3 : 3= 9 : 1. Ta dugc :\/(x2+x—12)(12+92)2x+%.

2 s oA . 9 9 9
Tuong tu v0i y, z va cOng l1ai, ta duQc: P_@2;+§+E + X+ y+ z.

+ V& phai 1a tong cac phan sOquen (BDT Cbsi)
1 1 1. 9

S+
X Yy Z X+y+z

(vBit=x+y+x(0<ts1) Khdo sat ham ta dugc dpcm. (Tdi day c6 em dung BPT Cési

. (Dé'u ‘=’ v@n dam bao) - Jao P 2x+y+z+ x+81 . :f(t)=t+8_t1

81 A ~ rd N ~ . A < A
t+T 218 khong thu dugc ket qua vi da vi pham nguyen tac dau ‘=)

2. Neu suy nghi theo hudng nhap cac dau can
+ O mbi dau cin 1a dang binh phUOng — tOng 3 dO dai cUa ba vecto .

—

1. . 1

+ DU doan dau ‘=" khix=y=2z= 5. Khi d6 3 vectd u=(x; ;),v= (v; ;)Va w=(z; E)
cung hudng dudgc tlc dang thirc sau xay ra dugc : P =
~ s , 111,
M+ +Mz‘u+v+w‘=\/(x+y+x) +(;+§+E)

+ TGi déy thufc hién cac buGc phén tich nhu 1. ]

Khi thay dir kién x + y + z <1bang d(r kién khdc, chang han: x + y + z <2thi vé phdi bai
todn nhu thé nao ?

Thi du 2: (DBPH - 2003)

Tim GTNN, GTLN cUa : P = sin®x + 3 cosx.

Phan tich:

Ta thay P ch(fa mOt an x suy nghi dau tién cUa ta thuOng 1 dung dao ham. Thir dao
ham :

f’(x) = 5sin*x.cosx —v/3x

+ Chung ta thé'y c6 mOt nghiérn 1a sinx = 0 nhung cac nghiém con lai ta khong thé tim
dugc. Nhu vay hudng gidi quyEt khi dao ham truc tiép la khong kha thi. Nhung qua day
cho ta c6 dw dodn duoc cdc diém ma tai dé dat NN, LN sé 1a cac diém lam sinx = 0.
(thudng thi cac di€m dat max, min 13 cac di€m t6i han cUa ham s0)

+ TU di€u nay, khi ta bién d6i va st dung cac bat dang thlc d€ danh gia phai luon luon
c6 dau ‘=’ tai cac diém lam sinx = 0.

+ Mu0n dua vé mOt an t, ta dat t = cosx, nhung sin°x khéng chuyén vé t dugc — danh gia
sin°x d€ ha mOt bac (sin’x, sin’x, . . . thi dua vé t = cosx dugc). Phdi ddnh gid nhu thé
ndao dé€ ddu ‘=’cé duroc khi sinx = 0— sin®x < sin*x 2 Khi d6 : sin*x = (1 — t?)?

f(x) < g() = (1 -t*)*+ J3t,te[-1; 1].



+g’(t) = 3 - 4t(1 — t¥) ~ ham bac 3 nhung ta khong nham nghiém dudc (thtr bam méy
xem c6 nghi€m trong [-1 ; 1]~ khéng c6 nghiém —g’(t) chi mang dau) danh gié g’(t) dé
chling minh g’(t) c6 mOt ddu— ding BPT hodc dao ham :
+g’(t) =122 —4, g”’(t) =0 e t=*1/2. Lap BBT hodc dé y rang g’(+ 1), g’(£1/2) > 0=
g’(t) > 0, Vte [-1;1]. Suy ra : max g(t) = g(1) (van dam b@o d@u ‘=’ nhuw & trén).
Thi du 3: (DH 2004-A)
Cho tam giac khong th ABC, thda méan di€u kién: cos2A + 242 cosB + 242 cosC = 3.
Tinh cac géc cla tam giac ABC.
Phan tich:
Bai toan yéu cau tinh 3 géc trong khi d6 chi cho mét dang thiic rang budc nhu vay chi
c6 cach dung BDT dé€ danh gia mOt vé 16n hon hodc bang vé con lai.
+ DU dodn dau ‘=": B =C =45"va A = 90°. (B, C d0i xUng nén du doan B = C, hé sO
cosB 1a2 tU day du doan B = 45° th(r vao thay thda.)
B-C B+C .

+ Ta thuc hién bién d6i biu thlc quen thudc : cosB + cosC = 2cos ——.cos——, vGi du

doan B = C thi COSB%C = 1, ta c6 th€ danh gid cosB + cosC d€ chuy€n vé mot an : cosB +
cosC = 2COSB%C .sin% < ZSin%
+Vay : cos2A + 4\/§sin%—320_

Pay 1a bai todn mOt &n ta c6 thé

H1: batt= sin% (te (0;%]) chuyén
f()=(22t> — 1)°-1) + 42t —1=8t* -8t +4 2 t -1
f2(1)=32t-16t + 4,2 —khong gidi dugc nghiém. (bAm mdy tim nghiém te (0;%]thé'y
khéng c6 nghiém —f(t) chi c6 mOt dau )—f”(t) 1ap BBT suy ra dugc f’(t) =0 ,vt={(t)
sf(g)=3( bai todn thudng gap &16p 12)

H2: Péanh gia cos2A d€ gidm bst bac, cé th€ phan tich theo hudng : cos2A = 2cos?A —
1.V6i du doadn dau ‘=" khi A = 90° @ trén, ta c6 thé danh gi4 cos’A nhu thé nao?Panh
gia :cos’A <cosA (d€ dam bdo dau ‘=’ xdy ra khi A = 90°)

+ Thu duQc : cosA +4ﬁsin%—320

A
hay: —2sin2% +4\/§smE -4>0,

Suy ra: —(\Esing—Z)z 20 =>sin%=g -
Thi du 4: (PH M6 Pia Chat - 99)
Gid sU A, B, C1a 3 géc mOt tam gidc. Tim GTNN :
1 N 1,1
2+CORA 2+coB 2-coxC

Phan tich:
+ DU doan di€ém dat GTNN: th&r mot sO gi4 tri dac biét va du doan A = B (A, B d6i xUng)



A,B 15° 30°| 45°] 60°
P 4 216/5 | 4/3 | 26/15
3

Vay du doan A = B=30°, C = 120°
+ V@i gié tri du doan ta d€ y :

2 + cos2A =2 + cos2B = 2 — cos2C, va can danh gia >. Piéu ndy tring v&i cach nhap céc
phén s6 trongBPT Cbsi :

A 9

*Vay: b= 6+ CORA + cos2B - coxC =Q

+ Muc tiéu bay gid 1a di chUng minh:
R = cos2A + cos2B — cos2C <3/2 (gié tri tai di€ém du doan, chiéu <d€ ddm bdo Q =6/5)

+ Bi€u thUc cla R chlfa tong quen thudc cla tam giac : cos2A + cos2B = 2cos(A —
B).cos(A + B) =
- 2cos(A — B). cosC va cos2C = 2cos’C — 1. Vay :

R = - 2cos(A — B).cosC — 2cos’C + 1
+ Tdi day, c6 2 suy nght :

H1 : Khi A = B = 30° x3y ra thi cos(A ~B) = 1 va cosC = = cosh~B). Ti 1& nay
gidng ti 1€ phan tich thanh binh phudng trong bi€u thic cla R.

Ta th( phén tich: R = - 2(cosC + %cos(& -B))*+1 +%cosz(A - B) S; . Pay 1a muc tiéu can
di t6i.

H2 : banh gi4 R dua vé mOt an. Theo du doan thi cos(A — B) = 1 xay ra dugc. Vay ta cé
dénh gid quen thuOc : cos(A — B) <1. Néu nhan cosC vao 2 v€ ta gap sai lam vi chua biét
d&u cosC. Ta tranh bang cach :

- cos(A — B).cosC < |cosi —B)cos] <|co]|(dau ‘=’ dat dudc tai cic diém du doan.). Vay :

1w 3.3 0« 1.
R <-2c0s’C + 2|cos] + 1= _(\coi\—z)z +os3 (hoac xét ham )

Thi du 5: (DHSP Ha NOi — 99)

Cho x, y, z €[0 ; 1]. Ch(mg minh rang :
2} +y’ +2°) = (Xy + y’z + 2°X)<3

Phan tich:
+ DU doan d&u ‘=’: hai s6 bang 1con 1 s6 bang 0 hodcx =y =z=1.
+ VGi du doan trén 1am thé& nao d€ xudt hién duogc vé trdi ? D€ lam xudt hién x’y ta th(r
xét tich :
(1- x3)(1 - y) 20 (ddm b&o dau ‘=’ nhuw du dodn) hay : x’y + 1 — x> —y 20, Thuc hién
tuong tu trén ta co :

yz+1-y*—z 20 2°X+1-27"-x 20
+ Néu cOng 3 vé ta gan dudgc bdt can chiing minh, chi thay 2(x> + y* + z*) bang tong : x> +
v+ 2z +x+y+2z V&igid thiét x, y, z [0 ; 1] thi ta c6 thé so sanh céc liiy thUra véi bac
khac nhau, do d6 c6 th€ so sanh hai tOng trén: x> <x? <x ; y® <y? <y va z°® <z <z. COng cac
bdt ta dugc dich can phai tdi.
Thi du 6: (PH- A- 2005)



. , L1101 . _ N
Cho x, y, z la cac sO duong thoa madn ;+§+E:4' Chung minh rang

1 1 1
+ +
2X+Y+Z X+2y+Z X+y+2z
Phan tich:

+Dudoandau ‘=" x=y=z=%
+ V@i du doan d6 thi 2x = y + z, x+ z = 2y, X + y = 2z ; mOi phan sO & v€ phai bay gi¥
gidng v€ phdi cla BPT nhap phéan s6 quen thudc & thitc th(r 4 cUa chiéu “Cosi”.

1 1,1 1 1 1,1 1 1 1,1 1

- Dél’lh glé 2X+y+z 4 (2x+y+z)’ X+2y+z 4(2y+x+z)’ X+y+2z Z(Z—‘rm)

+ VGi du dodn x =y =z ta c6 th€ ddnh gid : Xiy %(i i) -cOng cdc BPT nady ta dugc
dpcm.

Thidu 7:

Chox,y,z>0 thda man xyz = 1. Chu‘ng minh rang J1+x +y’ \/1+;(;+z3 +\/1+;/;+z3 33
Phan tich:

+Dudoéndéiu“=”:x===z=1 ) o
+ V6i du doén nay thi 1 = x’= = y°, 3 mOi phén s ta thay déu cé dang tOn chia tich, ta ding
Cbosi d€ danh gia tong dLIa vé tich:

\/1=x3=@3++\/3i/Tyam Jﬁ \/i? f_

JI+y +2 \/1+z3+x \/_

\f V3 f
Suyra.VT M—Fﬁ—i_&
+ K&t hop vGi gid thiét va v4i du dodn dau ‘="thi xy =/yz=v2x, Diéu nay trung v4i dau
hiéu cla BDT Cosi, do d6 dung BPT Cbosi ta dugc:
V3, V3 B V3 V3 3 \/(\@)3:33
SR s e
Qua cdc vi du trén chiing ta thdy duoc tdm quan trong cUa viéc ddnh gid, du’ dodn ddu
‘="xdy ra 0 cdc BDT.Ngodi viéc trdanh cho ta nhiing sai 1dm thudng gdp trong qud trinh
tim GTNN, GTLN thi viéc du dodn d8u ‘=’con cho chiing ta dinh hudng dugc phuong
phdp chling minh(cdc cdch danh gid la hoan toan tu nhién chl khéng phadi ‘tU trén troi rof
xubng’).Xin moi cdc em vén dung vao cdc badi tap sau:
I11.Bai tap dé nghi:
1> Tinh cac géc cUa tam gidc ABC biét rang :

. . o 9
a. sin’A + sin’B + 2sinAsinB = 27 3cosC + cos’C

7 . C A B
b. cosA+cosB — cosC= '§+ 25'”5 +4COSE cosz

2>Tim GTNN cUa : P = 3sinx + 8cos’x



3> Chox,y,z>0.Chlng minh rang : 3x + 2y + 4z > /xy+3,/yz+5Vzx

4> Cho a, b, ¢ > 0 thda méan a* + b’ + ¢* = 1. ChUng minh: a , b ¢ 23‘/5
b’+c¢ a+cd a+b 2

.- ’ . 1 1 1
5> Cho tam giac nhon ABC. Chung minh: [1+ Py IH p IH coscjz 27

6> Cho 350 x,y, z> 0sao cho xy + yz + zx = Xyz.
22 2 22 2 2 2
V2Xt +y +\/y+z ez ex | o

Xy yz Zx

ChUng minh rang :
7> (PH — A- 2005)

, . 1.1 1 , L
Cho x,y, z > 0 thOa man : ;+§+E=4' Chung minh rang :

1 1 1
+ + <1
2X+Y+Z X+2y+zZ X+y+2z

g> (PH — D — 2005)

14+ X +y° 1+y' +2° S 4 x?
‘/ y +‘/ y + 1tz +x >3./3

Xy yz zZx

Cho x,y, z > 0 thda : xyz=1. Cmr:






