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ho¸n vÞ. chØnh hîp. tæ hîp

1. Ho¸n vÞ

Pn = n! = 1·2·3 · · ·n (sè c¸ch x¾p xÕp thø tù n ®èi t−îng kh¸c nhau).

VÝ dô 1. Rót gän biÓu thøc

A =
6!

m(m + 1)
· (m + 1)!

4!(m− 1)!
.

Gi¶i.

A =
4! · 5 · 6

m(m + 1)
· (m− 1)!m(m + 1)

4!(m− 1)!
= 30.

Chó ý. n! = (n− k)!(n− k + 1) · · ·n.

VÝ dô 2. Rót gän An =
n∑

k=1

k · k!.

Gi¶i.

k · k! =
[
(k + 1)− 1

]
·k! = (k + 1)!− k!

=⇒ An = (2!− 1!) + (3!− 2!) + · · · + ((n + 1)!− n!) = (n + 1)!− 1.

VÝ dô 3. Chøng minh
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · + 1

n!
< 2.

Gi¶i.

1

1!
= 1

1

2!
= 1− 1

2
1

3!
=

1

3 · 2
=

1

2
− 1

3
1

4!
<

1

3 · 4
=

1

3
− 1

4
. . . . . . . . . . . .

1

n!
<

1

(n− 1)n
=

1

n− 1
− 1

n
.
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Céng vÕ
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!
< 2− 1

n!
< 2.

VÝ dô 4. Gi¶i c¸c pt

a)
n!− (n− 1)!

(n + 1)!
=

1

6
, (1)(n nguyªn d−¬ng).

b)
(n + 1)!

(n− 1)!
= 72 (2) ; n nguyªn d−¬ng.

Gi¶i.

a) Ta cã

(1) ⇐⇒ n(n− 1)!− (n− 1)!

(n + 1)n(n− 1)!
=

1

6
⇐⇒ n− 1

(n + 1)n
=

1

6

⇐⇒ n2 − 5n + 6 = 0 ⇐⇒

[
n = 2

n = 3.

b) Ta cã

(2) ⇐⇒ (n + 1) · n · (n− 1)!

(n− 1)!
= 72 n nguyªn d−¬ng

⇐⇒ n2 + n− 72 = 0 ⇐⇒

[
n = −9 (lo¹i)

n = 8.

ChØnh hîp

E lµ mét tËp hîp gåm n phÇn tö.

Bé r phÇn tö ph©n biÖt, cã kÓ thø tù c¸c phÇn tö cña tËp E (1 ≤ r ≤ n)

®−îc gäi lµ mét chØnh hîp n chËp r.

Chó ý.

(i) Thø tù.

(ii) n = r =⇒ chØnh hîp ≡ ho¸n vÞ.
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C«ng thøc.

Ar
n = n(n− 1) · · · (n− r + 1) =

n!

(n− r)!
.

Chó ý.

An
n = Pn = n!

An
n = Ar

n · An−r
n−r, 1 ≤ r ≤ n.

VÝ dô 5. Rót gän A =
A6

n + A5
n

A4
n

, 6 < n ∈ R.

Gi¶i.

A =
n(n− 1) · · · (n− 5) + n(n− 1) · · · (n− 4)

n(n− 1) · · · (n− 3)

= (n− 4)(n− 5)− (n− 4) = (n− 4)2.

VÝ dô 6. Gi¶i.

M =
A12

49 + A11
49

A10
49

− A10
17 + A9

17

A8
17

=

49!

37!
+

49!

38!
49!

39!

−

17!

7!
+

17!

8!
17!

9!

.

VÝ dô 7. Chøng minh An+2
n+k + An+1

n+k = k2 · An
n+k.

Gi¶i.

V T =
(n + k)!

(k − 2)!

(
1 +

1

k − 1

)
=

k(n + k)!

(k − 1)(k − 2)!
=

k2(n + k)!

k!
= k2·An

n+k.

VÝ dô 8. T×m n nguyªn d−¬ng biÕt r»ng

a) A3
n = 20n.

b) A5
n = 18 · A4

n−2.

Gi¶i.
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a) A3
n = 20 ⇐⇒ n!

(n− 3)!
= 20n ⇐⇒ n2 − 3n− 18

n∈Z⇐⇒ n = 6.

b)

A5
n = 18A4

n−2 ⇐⇒
n!

(n− 5)!
= 18 · (n− 2)!

(n− 6)!

⇐⇒ n2 − 19n + 90 = 0⇐⇒

[
n = 9

n = 10.

VÝ dô 9. T×m n nguyªn d−¬ng biÕt Pn+3 = 720A5
n · Pn−5.

§S: n=7.

Tæ hîp E lµ mét tËp gåm n phÇn tö. Mét tËp con cña E gåm r phÇn

(1 ≤ r ≤ n) ®−îc gäi lµ mét tæ hîp chËp r cña n.

C«ng thøc.

Cr
n =

n!

r!(n− r)!
.

Chó ý.

(i)

TËp hîp
(xÕp thø tù)−−−−−−→ ho¸n vÞy⋃ yr=n

Tæ hîp

(tËp con)

(xÕp thø tù)−−−−−−→ chØnh hîp

(ii) Quy −íc 0! = 1 =⇒ C0
n = 1.

(iii) Cr
n = Cn−r

n , Cr
n = Cr

n−1 + Cr−1
n−1.

VÝ dô 10. Rót gän biÓu thøc

A = C1
n + 2 · C

2
n

C1
n

+ · · · + n
Cn

n

Cn−1
n

.
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Gi¶i.

C1
n = n

2 · C
2
n

C1
n

= 2 ·

n!

2!(n− 2)!
n!

1!(n− 1)!

= n− 1

· · · · · · · · · · · · · · ·

n
Cn

n

Cn−1
n

= n · 1

n!

(n− 1)!1!

= 1.

=⇒ A = n + (n− 1) + · · · + 1 =
n(n + 1)

2
.

VÝ dô 11. Chøng minh víi c¸c sè r, n nguyªn, kh«ng ©m sao cho 0 ≤ r ≤ n,

ta cã

Cr
n =

nCr−1
n−1

r
.

Gi¶i.
nCr−1

n−1

r
=

n

r
· (n− 1)!

r!(n− r)!
=

n!

r!(n− r)!
= Cr

n.

VÝ dô 12. Chøng minh víi c¸c sè r, n nguyªn, kh«ng ©m sao cho 0 ≤ r ≤ n,

ta cã

nCr
n = (r + 1)Cr+1

n + rCr
n.

Gi¶i.

nCr
n = n · n!

r!(n− r)!
=
[
(n− r) + r

]
· n!

r!(n− r)!

= (n− r) · n!

r!(n− r)!
+ r · n!

r!(n− r)!

= (r + 1) · n!

(r + 1)!(n− r − 1)!
+ r · n!

r!(n− r)!

= (r + 1)Cr+1
n + rCr

n.
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VÝ dô 13. a) Chøng minh víi c¸c sè r, n nguyªn, kh«ng ©m sao cho 0 ≤
r ≤ n, ta cã

Cr
n = Cr−1

n−1 + Cr−1
n−2 + · · · + Cr−1

r−1 .

b) Chøng minh víi k, n ∈ N, 3 ≤ k ≤ n ta cã

Ck
n + 3Ck−1

n + 3Ck−2
n + Ck−3

n = Ck
n+3.

Gi¶i.

a) V P = (Cr
n − Cr

n−1) + (Cr
n−1 − Cn−1

n−2) + · · · + Cr−1
r−1 = Cr

n = V T.

b)
V T = Ck

n + Ck−1
n︸ ︷︷ ︸+2

(
Ck−1

n + Ck−2
n︸ ︷︷ ︸)+ Ck−2

n + Ck−3
n︸ ︷︷ ︸

= · · · = Ck
n+3.

VÝ dô 14. Chøng minh víi 0 ≤ k ≤ n vµ k, n ∈ Z ta luèn cã

Cn
2n+k · Cn

2n−k ≤ (Cn
2n)2 .

Gi¶i. Cè ®Þnh n, xÐt d·y uk = Cn
2n+k · Cn

2n−k, 0 ≤ k ∈ Z. BÊt ®¼ng thøc

cÇn chøng minh ®−îc viÕt l¹i:

uk ≤ u0, ∀k ∈ Z, k ≥ 0.

Chøng minh d·y (uk)k ®¬n ®iÖu gi¶m. ThËt vËy

uk+1 < uk ⇐⇒
(2n + k + 1)!

n!(n + k + 1)!
· (2n− k − 1)!

n!(n− k − 1)!
<

(2n + k)!

n!(n + k)!
· (2n− k)!

n!(n− k)!

⇐⇒ 2n + k + 1

n + k + 1
<

2n− k

n− k
⇐⇒ n + 2nk > 0 : ®óng.

Suy ra

uk ≤ u0 víi 0 ≤ k ∈ Z ⇐⇒ Cn
2n+k · Cn

2n−k ≤ (Cn
2n)2 : ®pcm.

VÝ dô 15. T×m k ∈ N biÕt

Ck
14 + Ck+2

14 = 2Ck+1
14 .
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HD: §iÒu kiÖn k ∈ N, k ≤ 12. Ph−¬ng tr×nh trë thµnh

k2 − 12k + 32 = 0 cã hai nghiÖm k = 4, k = 8.

VÝ dô 16. T×m c¸c sè x ∈ Z+ tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh

C1
x + 6C2

x + 6C3
x = 9x2 − 14x.

HD: §iÒu kiÖn 3 ≤ x ∈ N (∗)

V T = x3. Ph−¬ng tr×nh trë thµnh x3 − 9x2 + 14x = 0
(∗)⇐⇒ x = 7.

VÝ dô 17. T×m k sao cho c¸c sè Ck
7 , Ck+1

7 , Ck+2
7 theo thø tù ®ã lËp thµnh

cÊp sè céng.

HD: §iÒu kiÖn 5 ≥ k ∈ N.

Ck
7 + Ck+2

7 = 2Ck+1
7 ⇐⇒ k2 − 5k + 4 = 0 ⇐⇒

[
k = 1

k = 4.

Bµi tËp

1. Chøng minh r»ng víi k, n ∈ Z, 2 ≤ k ≤ n, ta cã

k(k − 1)Ck
n = n(n− 1)Ck−2

n−2.

2. Chøng minh r»ng víi k, n ∈ Z, 4 ≤ k ≤ n, ta cã

Ck
n + 4Ck−1

n + 6Ck−2
n + 4Ck−3

n + Ck−4
n = Ck

n+4.

3. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh
1

2
A2

2x − A2
x ≤

6

x
· C3

x + 10.

§S: 3 ≤ x ≤ 4.

4. T×m x, y ∈ Z+ ®Ó
Cy

x+1

6
=

Cy+1
x

5
=

Cy−1
x

2
.

§S:

{
x = 8

y = 3.
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5. TÝnh A =
A2

5

P2
+

A5
10

7P5
.

§S: 46.

6. TÝnh S = P1A
1
2 + P2A

2
3 + P3A

3
4 + P4A

4
5 − P1P2P3P4.

§S: 2750.

7. TÝnh C =

(
P5

A4
5

+
P4

A3
5

+
P3

A2
5

+
P1

A1
5

)
A2

5.

§S: 42.

8. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2A2
x + 50 = a2

2x.

§S: x = ±5.

9. T×m n sao cho Pn+3 = 720 · A5
n · Pn−5.

§S: n = 7.

10. T×m n sao cho A3
n + 3A2

n =
1

2
Pn+1.

§S: n = 4.

11. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh

a) A2
x = 2.

§S: x = 2.

b) 3Px = Ax
3.

§S: x = 1, x = 2.

(*) c)
Pn+5

Pn−k
= 240 · Ak+3

n+3.

§S: 0 ≤ k ≤ 11, n = 11.

d) A2
x · Cx−1

x = 48.

§S: x = 4.
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e)
Px+2

Ax−4
x−1 · P3

= 210.

§S: x = 5.

f)
1

Cx
4

− 1

Cx
5

=
1

Cx
6

.

§S x = 2.

12. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh

a)
A4

x

A3
x+1 − Cx−4

x

=
24

23
.

§S: x = 5.

b) C1
x + C2

x + C3
x =

7

2
x.

§S: x = 4.
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NhÞ thøc Newton vµ øng dông

I. NhÞ thøc Newton

1 c«ng thøc nhÞ thøc newton

Víi mäi cÆp sè a, b vµ mäi sè nguyªn n > 0, ta cã:

(a + b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b + C2
na

n−2b2 + · · · + Cn−1
n abn−1 + Cn

nbn

(1)

=

n∑
i=0

C i
na

n−ibi.

2 C¸c nhËn xÐt vÒ c«ng thøc khai triÓn

1. Sè c¸c sè h¹ng ë bªn vÕ ph¶i cña c«ng thøc (1) b»ng n + 1, n lµ sè mò

cña nhÞ thøc ë vÕ tr¸i.

2. Tæng c¸c sè mò cña a vµ b trong mçi sè h¹ng b»ng n.

3. C¸c hÖ sè cña khai triÓn lÇn l−ît lµ

C0
n, C

1
n, C

2
n, . . . , C

n−1
n , Cn

n

víi chó ý

Ck
n = Cn−k

n , 0 ≤ k ≤ n.

4. Ck
n =

n− k + 1

k
· Ck−1

n .
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3 Mét sè d¹ng ®Æc biÖt

3.1 D¹ng 1

Thay a = 1 vµ b = x vµo (1), ta ®−îc

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx

2 + · · · + Cn−1
n xn−1 + Cn

nxn. (2)

3.2 D¹ng 2

Thay a = 1 vµ b = −x vµo (1), ta ®−îc

(1−x)n = C0
n−C1

nx+C2
nx

2−· · ·+(−1)kCk
nxk+· · · (−1)nCn

nxn. (3)

3.3 Mét sè hÖ thøc gi÷a c¸c hÖ sè nhÞ thøc

Thay x = 1 vµo (2) ta ®−îc:

C0
n + C1

n + C2
n + · · · + Cn

n = 2n.

Thay x = 1 vµo (3) ta ®−îc:

C0
n − C1

n + C2
n − · · · + (−1)nCn

n = 0.

II. C¸c vÝ dô më ®Çu

1. Thùc hiÖn

a. Khai triÓn (1 + x)10.

b. So s¸nh hai sè (1, 1)10 vµ 2.

Gi¶i

a. (1 + x)10 = 1 + 10x + 45x2 + 120x3 + 210x4 + 252x5 + 210x6 +

120x7 + 45x8 + 10x9 + x10.

b. Víi x > 0, ta cã (1 + x)10 > 1 + 10x. Do ®ã víi x = 0, 1 ta cã

(1, 1)10 > 1 + 10 · (0, 1) = 2.
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2. Thùc hiÖn khai triÓn (3x− 4)5.

Gi¶i

(3−4x)5 =

5∑
i=0

C i
5(3x)5−i(−4)i = 35C0

5x
5−4·34C1

5x
4+· · ·+(−4)5C5

5 .

Cã 6 sè h¹ng, do tÝnh chÊt cña tæ hîp, chØ cÇn t×m C0
5 , C

1
5 , C

2
5 .

Ta cã C0
5 = 1, C1

5 = 5, C2
5 = 10. VËy

(3x− 4)5 = 243x5 − 1620x4 + 4320x3 − 5760x2 + 3840x− 1024.

3. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau:

a. S1 = C0
6 + C1

6 + C2
6 + · · · + C6

6 .

b. S2 = C0
5 + 2C1

5 + 22C2
5 + · · · + 25C5

5 .

Gi¶i

a. Ta cã ngay

S1 = C0
6 + C1

6 + C2
6 + · · · + C6

6 = 26 = 64.

b. Ta cã

(1 + x)5 =

5∑
i=0

C i
5x

i. (1)

Thay x = 2 vµo (1) ta ®−îc

S2 = C0
5 + 2C1

5 + 22C2
5 + · · · + 25C5

5 = 35 = 243.

4. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau:

a. S1 = 2nC0
n + 2n−2C2

n + 2n−4C4
n + · · · + Cn

n .

b. S2 = 2n−1C1
n + 2n−3C3

n + 2n−5C5
n + · · · + Cn

n .

Gi¶i
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Ta cã

(2 + 1)n =

n∑
i=0

C i
n2n−i ⇐⇒

n∑
i=0

C i
n2n−i = 3n (1)

(2− 1)n =

n∑
i=0

C i
n2n−i(−1)i ⇐⇒

n∑
i=0

C i
n2n−i(−1)i = 1. (2)

Suy ra

• (1)+(2) ta ®−îc

S1 = 2nC0
n + 2n−2C2

n + 2n−4C4
n + · · · + Cn

n =
3n + 1

2
. (3)

• (1)-(2) ta ®−îc

S2 = 2n−1C1
n + 2n−3C3

n + 2n−5C5
n + · · · + Cn

n =
3n − 1

2
. (4)

5. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc sau:

S = C0
2002C

2001
2002 +C1

2002C
2000
2002 + · · ·+Ck

2002C
2001−k
2002 + · · ·+C2001

2002C
0
1 .

Gi¶i

Ta xÐt

Ck
2002C

2001−k
2002 =

2002!

k!(2002− k)!
· (2002− k)!

(2001− k)!
=

2002!

k!(2001− k)!

=
2002 · 2001!

k!(2001− k)!
= 2002Ck

2001.

Tõ ®ã S ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng

S = 2002(C0
2001+C1

2001+· · ·+C2001
2001) = 2002(1+1)2001 = 1001·22002.

6. (§HBK 98). Khai triÓn (3x− 1)16. Chøng minh r»ng

316C0
16 − 315C1

16 + · · · + C16
16 = 216.

7. (§H khèi D - 2002). T×m sè nguyªn d−¬ng n sao cho

C0
n + 2C1

n + 4C2
n + · · · + 2nCn

n = 240.
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8. (§H §µ L¹t 99). TÝnh hÖ sè cña x25y10 trong khai triÓn (x3 + xy)15.

9. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

1 + 4C1
n + 42C2

n + · · · + 4n−1Cn−1
n + 4nCn

n = 5n.

Gi¶i

Thay x = 4 vµo

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx

2 + · · · + Cn−1
n xn−1 + Cn

nxn.

10. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

C0
n + C2

n + · · · = C1
n + C3

n + · · · = 2n−1,

víi gi¶ thiÕt Cm
n =

0 nÕu m > n
n!

m!(n−m)!
nÕu m ≤ n.

Gi¶i

Ta cã

2n = C0
n+C1

n+C2
n+· · ·+Cn

n = C0
n+C1

n+C2
n+· · ·+Cn

n +· · · (1)

0 = C0
n−C1

n+C2
n−· · ·+(−1)nCn

n = C0
n−C1

n+C2
n−· · ·+(−1)nCn

n · · ·
(2)

Suy ra

• (1) + (2) ta ®−îc

2n = 2(C0
n + C2

n + · · · ) ⇐⇒ C0
n + C2

n + · · · = 2n−1. (3)

• (1)− (2) ta ®−îc

2n = 2(C1
n + C3

n + · · · ) ⇐⇒ C1
n + C3

n + · · · = 2n−1. (4)

11. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

a. C0
n − 2C1

n + 22C2
n − · · · + (−1)n · 2nCn

n = (−1)n.
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b. C1
n − 2C2

n + 3C3
n − · · · + (−1)k−1kCk

n + · · · + (−1)n−1nCn
n .

Gi¶i

Víi mäi x vµ víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, ta cã

(1−x)n = C0
n−C1

nx+C2
nx

2−· · ·+(−1)kCk
nxk+· · ·+(−1)nCn

nxn.

(1)

a. Thay x = 2 vµo (1) ta ®−îc

(−1)n = C0
n − 2C1

n + 22C2
n − · · · + (−1)n · 2nCn

n , ®pcm.

b. LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®−îc

−n(1− x)n−1 = −C1
n + 2C2

nx + · · · + n(−1)nCn
nxn−1. (2)

Thay x = 1 vµo (2) ta ®−îc

0 = −C1
n + 2C2

n + · · · + n(−1)nCn
n

⇐⇒ C1
n − 2C2

n + 3C3
n − · · · + (−1)n−1nCn

n = 0, ®pcm.

12. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

a. (§HTCKT): C1
n + 2C2

n + · · · + (n− 1)Cn−1
n + nCn

n = n · 2n−1.

b. 2 · 1C2
n + 3 · 2C3

n + · · · + n(n− 1)Cn
n = n(n− 1) · 2n−2.

c. (−1)rCr
rC

r
n + (−1)r+1Cr

r+1C
r+1
n + · · · + (−1)nCr

nC
n
n = 0 víi r

nguyªn d−¬ng vµ r ≤ n.

Gi¶i

Víi mäi x vµ víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, ta cã

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx

2 + · · · + Cn−1
n xn−1 + Cn

nxn. (1)

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®−îc

n(1+x)n−1 = C1
n+2C2

nx+· · ·+(n−1)Cn−1
n xn−2+nCn

nxn−1. (2)
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a. Thay x = 1 vµo (2), ta ®−îc

n · 2n−1 = C1
n + 2C2

n + · · · + (n− 1)Cn−1
n + nCn

n , ®pcm.

b. LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (2), ta ®−îc

n(n−1)(1+x)n−2 = 2 ·1C2
n +3 ·2C3

nx+ · · ·+n(n−1)Cn
nxn−2.

(3)
Thay x = 1 vµo (3), ta ®−îc

n(n− 1) · 2n−2 = 2 · 1C2
n + 3 · 2C3

n + · · ·+ n(n− 1)Cn
n , ®pcm.

c. LÊy ®¹o hµm cÊp r theo x hai vÕ cña (1), ta ®−îc

n(n−1) · · · (n−r+1)(1+x)n−r =

n∑
k=r

k(k−1) · · · (k−r+1)Ck
nxk−r.

(4)
Chia hai vÕ cña (4) cho r!, ta ®−îc

n(n− 1) · · · (n− r + 1)(1 + x)n−r

r!

=

n∑
k=r

k(k − 1) · · · (k − r + 1)

r!
Ck

nxk−r

=

n∑
k=r

k!

r!(k − r)!
Ck

nxk−r

=

n∑
k=r

Cr
kC

k
nxk−r. (5)

Thay x = −1 vµo (5), ta ®−îc

0 =

n∑
k=r

Cr
kC

k
n(−1)k−r ⇐⇒

n∑
k=r

Cr
kC

k
n(−1)k = 0, ®pcm.

13. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

C2
n + 2C3

n + · · · + (n− 1)Cn
n > (n− 2)2n−1.
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Gi¶i

Víi mäi x vµ víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, ta cã

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx

2 + · · · + Cn−1
n xn−1 + Cn

nxn. (1)

Thay x = 1 vµo (1), ta ®−îc

2n = C0
n + C1

n + C2
n + · · · + Cn−1n + Cn

n . (2)

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®−îc

n(1+x)n−1 = C1
n+2C2

nx+· · ·+(n−1)Cn−1
n xn−2+nCn

nxn−1. (3)

Thay x = 1 vµo (3), ta ®−îc

n · 2n−1 = C1
n + 2C2

n + · · · + (n− 1)Cn−1
n + nCn

n . (4)

LÊy (4)− (3), ta ®−îc

n · 2n−1 − 2n = −C0
n + C2

n + · · · + (n− 2)Cn−1
n + (n− 1)Cn

n

⇐⇒ C2
n + 2C3

n + · · · + (n− 1)Cn
n = (n− 2)2n−1 + 1 > (n− 2)2n−1.

14. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

C1
n + 4C2

n + · · · + n2n−1 · Cn
n =

= 4·4n−1C0
n−(n−1)·4n−2C1

n+(n−2)·4n−3C2
n+· · ·+(−1)n−1Cn

n .

Gi¶i

Ta cã

(1 + x)n =

n∑
i=0

C i
nx

i.

LÊy ®¹o hµm hai vÕ ta cã

n(1 + x)n−1 = C1
n + 2C2

nx + · · · + (n− 1)Cn−1
n xn−2 + nCn

nxn−1.

Thay x = 2 vµo, ta cã

n · 3n−1 = C1
n + 4C2

n + · · · + n · 2n−1Cn
n . (*)
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Ngoµi ra

(x− 1)n = C0
nx

n − C1
nx

n−1 + · · · + (−1)nCn
n .

LÊy ®¹o hµm hai vÕ, ta cã

n(x− 1)n−1 = n ·C0
nx

n−1− (n− 1)C1
nx

n−2 + · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n .

Thay x = 4 vµo, ta ®−îc

n·3n−1 = n4n−1C0
n−(n−1)4n−2C1

n+(n−2)4n−3C2
n−· · ·+(−1)n−1Cn−1

n

(**)
So s¸nh (*) vµ (**) ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

15. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

a. (§HGTVT 2000):

C0
n +

C1
n

1 + 1
+

C2
n

1 + 2
+ · · ·+ Ck

n

1 + k
+ · · ·+ Cn

n

1 + n
=

2n+1 − 1

1 + n
.

b. C0
n −

C1
n

1 + 1
+

C2
n

1 + 2
− · · · + (−1)n · Cn

n

1 + n
=

1

1 + n
.

H−íng dÉn

Ta cã

(1 + x)n =

n∑
k=0

Ck
nxk.

LÊy tÝch ph©n hai vÕ, ta ®−îc

t∫
0

(1 + x)ndx =

t∫
0

( n∑
k=0

Ck
nxk
)
dx

⇐⇒ (1 + x)n+1

1 + n

]t

0

=

n∑
k=0

Ck
n ·

xk+1

k + 1

]t

0

⇐⇒ (1 + t)n+1

n + 1
=

n∑
k=0

tk+1Ck
n

k + 1
.
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Thay t = 1 ta ®−îc a.

Thay t = −1 ta ®−îc b.

16. Víi n, k lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng vµ 1 ≤ k ≤ n, chøng minh r»ng

C0
nC

k
n − C1

nC
k−1
n−1 + C2

nC
k−2
n−2 − · · · + (−1)kCk

nC0
n−k = 0.

Gi¶i

Víi mäi x vµ k lµ sè nguyªn d−¬ng, ta cã

(1 + x)k = C0
k + C1

kx + C2
kx

2 + · · · + Ck
kxk.

⇐⇒ Ck
n(1 + x)k = C0

kC
k
n + C1

kC
k
nx + C2

kC
k
nx2 + · · · + Ck

kCk
nxk.

(1)

Ta cã

Cm
k · Ck

n =
k!

m!(k −m)!
· k!

n!(n− k)!

=
n!

m!(n−m)!
· (n−m)!

(k −m)!(n− k)!

= Cm
n · Ck−m

n−m.

Do ®ã (1) cã d¹ng

Ck
n(1+x)k = C0

nC
k
n+C1

nC
k−1
n−1x+C2

nC
k−2
n−2x

2+· · ·+Ck
nC0

n−kx
k. (1)

Thay x = −1 vµo (2), ta ®−îc

0 = C0
nC

k
n−C1

nC
k−1
n−1 +C2

nC
k−2
n−2−· · ·+(−1)kCk

nC0
n−k = 0, ®pcm.

17. Chøng minh r»ng víi c¸c sè m, n, p nguyªn d−¬ng sao cho p ≤ n vµ

p ≤ m, ta cã

Cp
n+m = C0

nC
p
m + C1

nC
p−1
m + · · · + Cp−1

n C1
m + Cp

nC
0
m.

Gi¶i
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Víi mäi x vµ víi m, n lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng, ta cã

(1 + x)m+n = (1 + x)n · (1 + x)m. (1)

MÆt kh¸c

(1 + x)n+m =

n+m∑
p=0

Cp
n+mxp. (2)

vµ

(1+x)n ·(1+x)m =

n∑
k=0

Ck
nxk ·

m∑
k=0

Ck
mxk =

n+m∑
p=0

[
(

p∑
k=0

Ck
nCp−k

m )xp
]
.

(3)
Do (1) nªn c¸c hÖ sè cña xp, p = 0, n + m trong c¸c khai triÓn (2) vµ

(3) b»ng nhau. VËy

Cp
n+m =

p∑
k=0

Ck
n · Cp−k

m , ®pcm.

NhËn xÐt quan träng

(a) Víi p = n = m, ta ®−îc

(C0
n)2 + (C1

n)2 + · · · + (Cn
n)2 = Cn

2n.

(b) Víi p = r, N = n + m, ta ®−îc

Cr
N = C0

N−mCr
m + C1

N−mCr−1
m + · · · + Cr−1

N−mC1
m + Cr

N−mC0
m.

(c) B¹n ®äc h·y lÊy ý t−ëng trong bµi tËp trªn ¸p dông víi khai triÓn

(1− x)n+m.

Tõ ®ã chøng minh r»ng

(C0
2n)2 − (C1

2n)2 + · · · + (C2n
2n)2 = (−1)n · Cn

2n.
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18. TÝnh tÝch ph©n
2∫

0

(1− x)ndx.

Tõ ®ã chøng minh r»ng

2C0
n− 221

2
C1

n + 231

3
C2

n + · · ·+ (−1)n

n + 1
2n+1Cn

n =
1

n + 1

[
1 + (−1)n

]
.

Gi¶i

I =

2∫
0

(1− x)ndx = −
2∫

0

(1− x)nd(1− x) = −(1− x)n+1

n + 1

]2

0

=
1

n + 1

[
(−1)n + 1] (1)

Víi mäi x vµ víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, ta cã

(1− x)n =

n∑
k=0

(−1)kCk
nxk. (2)

LÊy tÝch ph©n theo x hai vÕ cña (2), ta ®−îc

2∫
0

(1− x)ndx =

2∫
0

n∑
k=0

(−1)kCk
nxkdx =

n∑
k=0

(−1)kCk
n

xk+1

k + 1

]2

0

= 2C0
n − 22 · 1

2
C1

n + 23 · 1
3
C2

n − · · · +
(−1)n

n + 1
· 2n+1 · Cn

n . (3)

Tõ (1) vµ (3) suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

III. bµi tËp

1. (§H Më 97). Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

3n
[
C0

n −
1

3
C1

n +
1

32
C2

n + · · · + (−1)n
1

3n
Cn

n

]
= 2n.
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2. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

4nC0
n−4n−1C1

n+4n−2C2
n−· · ·+(−1)nCn

n = C0
n+2C1

n+22C2
n+· · ·+2nCn

n .

3. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

1

n
(C1

n + 2C2
n + 3C3

n + · · · + nCn
n) < n!.

4. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

2C0
n +

22

2
C1

n +
23

3
C2

n + · · · + 2n+1

n + 1
Cn

n =
3n+1 − 1

n + 1
.

5. (§HQGTPHCM Khèi A 97).TÝnh tÝch ph©n

In =

1∫
0

(1− x2)ndx, víi n ∈ N.

Tõ ®ã suy ra

C0
n −

C1
n

3
+

C2
n

5
− · · · + (−1)nCn

n

2n + 1
=

2 · 4 · · · 2n
3 · 5 · · · (2n + 1)

.

6. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

C1
n · 3n−1 + 2C2

n · 3n−2 + · · · + n · Cn
n = n · 4n−1.

7. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

1

2
C0

n −
1

4
C1

n + · · · + (−1)n

2n + 2
Cn

n =
1

2n + 1
.

8. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

2n−1C1
n + 2n−1C2

n + 3 · 2n−1C3
n + · · · + n · Cn

n = n3n−1.

9. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

1

3
C0

n +
1

6
C1

n + · · · + 1

3n + 3
Cn

n =
2n+1 − 1

3(n + 1)
.
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10. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng, chøng minh r»ng

1 + 2C1
n + 22C2

n + · · · + 2nCn
n = 3n.

11. Víi n, k lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng, k ≤ n. Chøng minh r»ng

Ck
n+5 = C0

5C
k
n + C1

5C
k−1
n + · · · + C5

5C
k−5
n .

12. TÝnh
1∫

0

x(1− x2)dx.

Chøng minh r»ng

1

2
C0

n −
1

4
C1

n +
1

6
C2

n − · · · +
(−1)nCn

n

2(n + 1)
=

1

2(n + 1)
.

13. TÝnh
1∫

0

x2(1− x3)dx.

Chøng minh r»ng

1

3
C0

n +
1

6
C1

n + · · · + 1

3n + 3
Cn

n =
2n+1 − 1

3(n + 1)
.

14. Chøng minh r»ng

C0
2n + C2

2n + C4
2n + · · · + C2n

2n = C1
2n + C3

2n + C5
2n + · · · + C2n−1

2n .

15. Chøng minh r»ng

(C0
n)2 + (C1

n)2 + · · · + (Cn
n)2 = Cn

2n.
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III. HÖ sè vµ sè h¹ng trong khai triÓn nhÞ thøc

1. C¸c hÖ sè c¸c h¹ng tö thø 2, 3 vµ 4 trong khai triÓn (a + b)n lËp thµnh

cÊp sè céng. T×m c¸c sè h¹ng Êy.

Gi¶i

Ta cã

C1
n + C3

n = 2C2
n ⇐⇒ n2 − 9n + 14 = 0 ⇐⇒ n = 7 ∨ n = 2.

(i) NÕu n = 7 : c¸c sè h¹ng thø 2, 3 vµ 4 lÇn l−ît lµ 7a6b, 21a5b2, 35a4b3.

(ii) NÕu n = 2 : kh«ng cã sè h¹ng thø t−, cã thÓ xem lµ 0 nªn c¸c sè

h¹ng thø 2, 3, 4 lµ 2ab, b2, 0.

2. T×m x sao cho trong khai triÓn

(√
2x +

1√
2x−1

)n

(n nguyªn d−¬ng),

c¸c sè h¹ng thø 3 vµ thø 5 cã tæng b»ng 135, cßn c¸c hÖ sè cña ba sè

h¹ng cuèi cña khai triÓn ®ã cã tæng b»ng 22.

Gi¶i

Ta cã (√
2x +

1√
2x−1

)n

=

n∑
k=0

Ck
n

(√
2x
)n−k

(
1√
2x−1

)k

.

Tõ gi¶ thiÕt ta cã:

Cn−1
n +Cn−2

n +Cn
n = 22 ⇐⇒ n2+n−42 = 0 ⇐⇒

[
n = 6

n = −7 (lo¹i).

Khi n = 6 :

C2
6

(√
2x
)4( 1√

2x−1

)2

+ C4
6

(√
2x
)2( 1√

2x−1

)4

= 135

⇐⇒ 2 · 2x + 4 · 2−x = 9 ⇐⇒

 2x = 4

2x =
1

2

⇐⇒

[
x = 2

x = −1.
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3. Gi¶ sö trong khai triÓn nhÞ thøc
(
xlg x − 3

)n
, tæng c¸c hÖ sè cña ba sè

h¹ng cuèi b»ng 22. Sè h¹ng gi÷a cña khai triÓn cã gi¸ trÞ b»ng -540000.

TÝnh x.

Gi¶i

§iÒu kiÖn x > 0. Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra n = 6. Lóc ®ã
(
xlg x − 3

)6
cã

sè h¹ng gi÷a lµ −C3
6

(
xlg x

)3·33. Nh− vËy ta cã ph−¬ng tr×nh

C3
6

(
xlg x

)3·33 = 540000 ⇐⇒

x = 10

x =
1

10
.

4. XÐt khai triÓn
(√

2lg(10−3x) +
5√
2(x−2) lg 3

)m

víi c¸c gi¶ thiÕt h¹ng tö

thø 6 lµ 21, c¸c hÖ sè thø 2, 3, 4 cña khai triÓn lµ c¸c sè h¹ng thø nhÊt,

ba, n¨m cña mét cÊp sè céng. T×m x8.

Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt, ta cã

2C2
m = C1

m+C3
m, m ≥ 3 ⇐⇒ m2−9m+14 = 0 ⇐⇒

[
m = 7

m = 3 (lo¹i).

Víi m = 7, hÖ sè cña h¹ng tö thø 6 lµ a6 = C5
7 = 21

⇐⇒ C5
72(x−2) lg 3+lg(10−3x) = 21, 10− 3x > 0

⇐⇒ (x− 2) lg 3 + lg(10− 3x) = 0 ⇐⇒ lg 3x−2(10− 3x) = 0

⇐⇒ 3x−2(10− 3x) = 1 ⇐⇒ (3x)2 − 10(3x) + 9 = 0

⇐⇒

[
3x = 1

3x = 9
⇐⇒

[
x = 0

x = 2.

5. Trong khai triÓn

(
x +

1

x

)n

, hÖ sè sè h¹ng thø ba lín h¬n hÕ sè sè h¹ng

thø hai lµ 35. TÝnh sè h¹ng kh«ng chøa x.
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Gi¶i

Ta cã (
x +

1

x

)n

=

n∑
k=0

xn−k

(
1

x

)k

.

Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra

C2
n − C1

n = 35 ⇐⇒ n2 − 3n− 70 = 0 ⇐⇒

[
n = 10

n = −7 (lo¹i).

VËy n = 10. Sè h¹ng ak+1 = Ck
10x

10−2k kh«ng phô thuéc x khi

10− 2k = 0 ⇐⇒ k = 5.

VËy sè h¹ng Êy lµ C5
10 = 252.

6. TÝnh c¸c hÖ sè x3 vµ x2 trong khai triÓn (x + 1)5 + (x− 2)7.

Gi¶i

HÖ sè cña x2 trong khai triÓn (1 + x)5 lµ C2
5 · 13 = C2

5 .

HÖ sè cña x3 trong khai triÓn (1 + x)5 lµ C3
5 .

HÖ sè cña x2 trong khai triÓn (x− 2)7 lµ C2
7(−2)5 = −32C2

7 .

HÖ sè cña x3 trong khai triÓn (x− 2)7 lµ C3
7(−2)4 = 16C3

7 .

VËy hÖ sè cña x2 trong khai triÓn lµ (x+1)5 +(x−2)7 lµ C2
5−32C2

7 =

−662.

VËy hÖ sè cña x3 trong khai triÓn lµ (x+1)5 +(x−2)7 lµ C3
5 +16C3

7 =

570.

7. Khai triÓn vµ rót gän ®a thøc

P (x) = (1 + x)6 + (1 + x)7 + (1 + x)8 + · · · + (1 + x)10

®−îc P (x) = a10x
10 + a9x

9 + · · · + a0. TÝnh a8.
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Gi¶i.

a8 lµ hÖ sè cña sè h¹ng chøa x8. Ta cã

• HÖ sè cña x8 trong (1 + x)8 lµ C8
8 .

• HÖ sè cña x8 trong (1 + x)9 lµ C8
9 .

• HÖ sè cña x8 trong (1 + x)10 lµ C8
10.

VËy a8 = C8
8 + C8

9 + C8
10 = 55.

8. Cho

P (x) = (1+x)+2(1+x)2+· · ·+20(1+x)20 = a0+a1x+a2x
2+· · ·+a20x

20.

TÝnh a15.

Gi¶i.

HÖ sè cña x15 trong (1 + x)15, (1 + x)16, . . . , (1 + x)20 lÇn l−ît lµ

C15
15 , C

15
16 , C

15
17 , C

15
18 , C

15
19 , C

15
20 .

Suy ra

a15 = 15C15
15 + 16C15

16 + 17C15
17 + 18C15

18 + 19C15
19 + 20C15

20 = 400995.

9. T×m sè h¹ng kh«ng chøa x trong khai triÓn(
1

3
√

x2
+

4√
x3

)17

, x 6= 0.

Gi¶i.

Ta cã(
1

3
√

x2
+

4√
x3

)17

=

17∑
k=0

Ck
17

(
x
−2
3
)17−k(

x
3
4
)k

, 0 ≤ k ≤ 17, k ∈ Z

=

17∑
k=0

x
17k
12 −

34
3 .
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Ta cÇn cã
17k

12
− 34

3
= 0 ⇐⇒ k = 8. VËy sè h¹ng kh«ng chøa x lµ

C8
17.

10. T×m sè h¹ng kh«ng phô thuéc x cña khai triÓn
(
x 3
√

x + x
−28
15
)n

, x 6= 0

biÕt r»ng Cn
n + Cn−1

n + Cn−2
n = 79.

Gi¶i.

Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra

n2 + n− 156 = 0 ⇐⇒

[
n = 12

n = −13 (lo¹i).

Víi n = 12 ta cã(
x 3
√

x + x
−28
15
)12

=

12∑
k=0

Ck
12x

16−48k
15 .

Ta cÇn cã 16− 48k

15
= 0 ⇐⇒ k = 5.

11. Khai triÓn P (x) = (1 + 2x)12 thµnh d¹ng

a0 + a1x + a2x
2 + · · · + a12x

12.

T×m max{a1, a2, . . . , a12}.

Gi¶i.

Ta cã ak = Ck
12 · 2k, lóc ®ã

ak < ak+1, 0 ≤ k ≤ 11

⇐⇒ Ck
12 · 2k < Ck+1

12 · 2k+1 ⇐⇒ 1

12− k
<

2

k + 1
⇐⇒ 0 ≤ k ≤ 7 +

2

3
.

Nh− vËy {
a0 < a1 < a2 < · · · < a8

a8 > a9 > a10 > · · · > a12.
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Suy ra

max{a1, a2, . . . , a12} = a8 = 126720.

Bµi tËp.

(a) T×m x trong khai triÓn
(
x + xln x

)5
, x > 0 biÕt sè h¹ng thø ba b»ng

10e5.

(b) T×m x ®Ó sè h¹ng thø s¸u trong khai triÓn
(
10lg

√
9x+7 + 10−

1
5 lg(3x+1)

)7

b»ng 84.

12. T×m sè h¹ng kh«ng chøa x, y trong

(
x

y
+

y

x

)12

.

Gi¶i.

Ta cã(
x

y
+

y

x

)12

=

12∑
k=0

Ck
12

(x
y

)12−k(y
x

)k
=

12∑
k=0

Ck
12

(x
y

)12−2k
.

Ta cÇn cã 12− 2k = 0 ⇐⇒ k = 6. VËy sè h¹ng kh«ng chøa x, y lµ

C6
12 = 924.

13. T×m a, b, c, d sao cho (2x−1)2000−(ax+b)2000 = (x+cx+d)1000,∀x ∈
R.

Gi¶i.

Víi x =
1

2
, ta cã(a

2
+ b
)2000

+

(
1

4
+

c

2
+ d

)1000

= 0 =⇒

{
a = −2b

2c + 4d = −1.

Khi ®ã

(2x− 1)2000 = (−2bx + b)2000 + (x2 + cx + d)1000,∀x ∈ R. (1)

Suy ra hÖ sè cña x2000 tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh

22000 = (2b)2000 + 1 =⇒ b = ±1

2
2000
√

22000 − 1.
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Lóc ®ã

(1) ⇐⇒ (2x− 1)2000(1− b2000) = (x2 + cx + d)1000

⇐⇒ (2x− 1)2000 · 1

22000
= (x2 + cx + d)1000

⇐⇒
(

x− 1

2

)2

= |x2 + cx + d| ⇐⇒

 c = −1

d =
1

4
.

VËy



a = ± 2000
√

22000 − 1

b = ∓1

2
2000
√

22000 − 1

c = −1

d =
1

4
.

14. T×m sè h¹ng thø n¨m trong khai triÓn(
x2

y2
+

3

√
y2

x2

)n

, x, y 6= 0, n ∈ N∗

biÕt tæng c¸c hÖ sè b»ng 32768.

Gi¶i.

Theo gi¶ thiÕt ta cã

n∑
k=0

Ck
n = 2n ⇐⇒ 2n = 32768 ⇐⇒ n = 15.

VËy sè h¹ng thø n¨m lµ C4
15

(
x2

y2

)11(
3

√
y2

x2

)4

= C4
15

(x
y

)58
3 = 1365

(x
y

)58
3 .

15. T×m n ®Ó trong khai triÓn nhÞ thøc (x2 + 1)n(x + 2)n, hÖ sè cña sè h¹ng

chøa x3n−3 b»ng 26n.

Gi¶i.
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Ta cã

(x2 + 1)n(x + 2)n = x3n

(
1 +

1

x2

)n(
1 +

2

x

)n

= x3n

[ n∑
i=0

C i
n

(
1

x2

)i n∑
k=0

Ck
n

(
2

x

)k]
= x3n

[ n∑
i=0

C i
nx
−2i

n∑
k=0

Ck
n2kx−k

]
.

Luü thõa cña x lµ 3n − 3 khi −2i − k = −3 hay 2i + k = 3, tøc lµ[
i = 0

k = 3
hoÆc

[
i = 1

k = 1.
VËy hÖ sè cña x3n−3 lµ a3n−3 = C0

nC
3
n23 +

C1
nC

1
n2. Do ®ã

a3n−3 = 26n ⇐⇒ 2n(2n2 − 3n + 4)

3
= 26n ⇐⇒

n = 5

n = −7

2
(lo¹i).

16. T×m hÖ sè cña x5 trong khai triÓn cña biÓu thøc sau thµnh ®a thøc

f (x) = (2x + 1)4 + (2x + 1)5 + (2x + 1)6 + (2x + 1)7.

Gi¶i.

Ta cã

(2x + 1)n = C0
n(2x)n + C1

n(2x)n−1 + · · · + Cn
n .

Sè h¹ng tæng qu¸t lµ ak+1 = Ck
n(2x)n−k = 2n−kCk

n · xn−k. Ta cÇn

n− k = 5, tøc lµ k = n− 5.

Nh− vËy trong khai triÓn (2x + 1)4 kh«ng cã x5.

HÖ sè x5 trong khai triÓn cña

• nhÞ thøc (2x + 1)5 øng víi k = 5− 5 = 0 lµ 25C0
5 = 25,

• nhÞ thøc (2x + 1)6 øng víi k = 6− 5 = 1 lµ 25C1
6 = 6 · 25,
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• nhÞ thøc (2x + 1)7 øng víi k = 7− 5 = 2 lµ 25C2
7 = 21 · 25. VËy

hÖ sè cÇn t×m lµ 25 + 6 · 25 + 21 · 25 = 28 · 25 = 896.

17. Trong khai triÓn cña

(
3x3 − 2

x2

)5

, t×m hÖ sè cña sè h¹ng chøa x10.

Gi¶i.

Ta cã (
3x3 − 2

x2

)5

=

5∑
k−0

Ck
5 (3x3)5−k

(
− 2

x2

)k

.

Sè h¹ng tæng qu¸t lµ ak+1 = (−1)k ·Ck
5 · 35−k · 2k · x15−5k. Ta cÇn cã

15− 5k = 10, tøc lµ k = 1. VËy hÖ sè cña x10 lµ −C1
53421 = −810.

18. TÝnh hÖ sè cña x25y10 trong khai triÓn (x3 + xy)15.

Gi¶i.

Sè h¹ng tæng qu¸t cña khai triÓn (x3 + xy)15 lµ

ak+1 = Ck
15(x

3)15−k(xy)k = Ck
15x

45−2k · yk, k ≤ 15.

Ta cÇn cã

{
45− 2k = 25

k = 10
⇐⇒ k = 10.

VËy hÖ sè cÇn t×m lµ C10
15 = 3003.

19. Cho a, b d−¬ng vµ n lµ sè nguyªn d−¬ng. X¸c ®Þnh h¹ng tö cã hÖ sè lín

nhÊt trong khai triÓn nhÞ thøc (a + b)n.

Gi¶i.

Ta cã ba sè h¹ng tæng qu¸t liªn tiÕp lµ:

Tk = Ck−1
n an−k+1bk−1, Tk+1 = Ck

nan−kbk, Tk+2 = Ck+1
n an−k−1bk+1.
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(Tk+1 lín nhÊt )⇐⇒

{
Ck

n ≥ Ck−1
n

Ck
n ≥ Ck+1

n

⇐⇒


n!

k!(n− k)!
≥ n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
n!

k!(n− k)!
≥ n!

(k + 1)!(n− k − 1)!

⇐⇒

{
n− k + 1 ≥ k

k + 1 ≥ n− k
⇐⇒ n− 1

2
≤ k ≤ n + 1

2

(*)

NÕu n ch½n, tøc lµ n = 2m,m ∈ N vµ m ≥ 1, ta cã

(∗) ⇐⇒ m− 1

2
≤ k ≤ m +

1

2
=⇒ k = m.

VËy h¹ng tö ph¶i t×m lµ Cm
2mambm víi m =

n

2
.

NÕu n lÎ, tøc lµ n = 2m+1, ta cã (∗) ⇐⇒ m ≤ k ≤ m+1. Nh− vËy

cã hai h¹ng tö tho¶ ®iÒu kiÖn nµy lµ Cm
2m+1a

m+1bm vµ Cm+1
2m+1a

mbm+1

víi m =
n− 1

2
.

VËy trong khai triÓn (a+ b)n víi a > 0, b > 0, h¹ng tö cã hÖ sè lín nhÊt

lµ {
Cm

n ambm nÕu n = 2m

Cm
n am+1bm hoÆc Cm+1

n ambm+1 nÕu n = 2m + 1.

¸p dông. Tõ 25 häc sinh cña mét líp, muèn lËp nh÷ng nhãm gåm p

häc sinh. T×m gi¸ trÞ cña p ®Ó ®−îc sè nhãm lµ lín nhÊt. T×m sè nhãm ®ã.

Gi¶i.

Cã 25 häc sinh, chän p em, sè nhãm cã thÓ thµnh lËp lµ Cp
25.

Theo trªn, ta cã n = 25 lÎ víi k = 12.

(Cp
25 lín nhÊt ) ⇐⇒ p = k + 1 = 13.
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VËy p = 13, tøc lµ sè nhãm tèi ®a cã thÓ lËp ®−îc lµ C13
25 =

25!

13!12!
=

5200300.

20. BiÕt tæng tÊt c¶ c¸c hÖ sè cña khai triÓn nhÞ thøc (x2 + 1)n b»ng 1024,

h·y t×m hÖ sè cña sè h¹ng chøa x12.

Gi¶i.

Ta cã

(x2 + 1)n =

n∑
k=0

Ck
nx2(n−k).

Cho x = 1 ta ®−îc
n∑

k=0

Ck
n = 2n. Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra 2n = 1024, tøc

lµ n = 10.

Sè h¹ng tæng qu¸t cña khai triÓn lµ ak+1 = Ck
nx2n−2k = Ck

10x
20−2k.

Ta cÇn cã 20− 2k = 12, tøc lµ k = 4.

VËy hÖ sè cña sè h¹ng chøa x12 lµ C4
10 =

10!

4!6!
= 210.

21. Trong khai triÓn
(
x 3
√

x+−
20
15

)n

, h·y t×m sè h¹ng kh«ng phô thuéc x biÕt

r»ng Cn
n + Cn−1

n + Cn−2
n = 79.

Gi¶i.

§iÒu kiÖn n ≥ 2. Ta cã

Cn
n + Cn−1

n + Cn−2
n = 79 ⇐⇒

[
n = 12

n = −13.

Nh− vËy n = 12. Sè h¹ng tæng qu¸t cña khai triÓn
(
x 3
√

x+−
20
15

)12

lµ

ak+1 = Ck
12

(
x 3
√

x
)12−k·

(
x−

20
15
)k

= Ck
12

(
x

4
3
)12−k·x−

20k
15 = Ck

12x
4(12−k)

3 −20k
15 .

Sè h¹ng kh«ng phô thuéc x øng víi

4(12− k)

3
− 20k

15
= 0 ⇐⇒ 20(12− k)− 20k = 0 ⇐⇒ k = 6.
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VËy sè h¹ng kh«ng phô thuéc x lµ a7 = C6
12x

4·6
3 −

120
15 = C6

12.

22. T×m hÖ sè cña x31 trong khai triÓn cña

f (x) =

(
x +

1

x2

)40

.

23. T×m hÖ sè cña sè h¹ng chøa x4 trong khai triÓn(
x

3
− 3

x

)12

.

24. Khai triÓn

(
1

3
+

2

3
x

)10

. H·y t×m hÖ sè ak lín nhÊt.

25. Cho n lµ sè nguyªn d−¬ng tho¶ ®iÒu kiÖn Cn−1
n + Cn−2

n = 55. H·y t×m

sè h¹ng lµ sè nguyªn trong khai triÓn
( 7
√

8 + 3
√

5
)n

.

Gi¶i.

Víi n ≥ 2 ta cã

Cn−1
n + Cn−2

n = 55 ⇐⇒ n +
(n− 1)n

2
= 55 ⇐⇒ n = 10.

Sè h¹ng tæng qu¸t cña khai triÓn lµ ak+1 = Ck
108

10−k
7 · 5k

3 .

(
ak+1 lµ sè nguyªn

)
⇐⇒


10− k

7
∈ Z

k

3
∈ Z

⇐⇒


(10− k) ... 7

k ... 3

k ≤ 10

⇐⇒

{
k = 3m

(10− 3m) ... 7
⇐⇒

{
m = 1

k = 3.

VËy sè h¹ng nguyªn trong khai triÓn lµ a4 = C3
10·8·5 = 40·C3

10 = 4800.

26. X¸c ®Þnh hÖ sè cña x3 trong khai triÓn (1 + 2x + 3x2)10.

Gi¶i.
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Ta cã

(1 + 2x + 3x2)10 = C0
10 + C1

10x(2 + 3x) + C2
10x

2(2 + 3x)2+

+ C3
10x

3(2 + 3x)3 + · · · + C10
10x

10(2 + 3x)10.

Sè h¹ng chøa x3 chØ cã thÓ xuÊt hiÖn trong C2
10x

2(2 + 3x)2 lµ C2
10C

1
22 ·

3 · x3 vµ C3
10x

3(2 + 3x)3 lµ C3
10C

0
323 · x3.

VËy hÖ sè cña x3 ph¶i t×m lµ 6C2
10 · C1

2 + 8C3
10 · C0

3 = 1500.
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Thùc hiÖn c¸c bµi to¸n ®Õm.

VÝ dô 1. Gi¶ sö r»ng mét th−¬ng nh©n ®Þnh ®i b¸n hµng t¹i t¸m thµnh phè.

ChÞ ta b¾t ®Çu cuéc hµnh tr×nh cña m×nh t¹i mét thµnh phè nµo ®ã, nh−ng cã

thÓ ®Õn b¶y thµnh phè kia theo bÊt kú thø tù nµo mµ chÞ ta muèn. Hái chÞ ta

cã thÓ ®i qua tÊt c¶ c¸c thµnh phè nµy theo bao nhiªu lé tr×nh kh¸c nhau ?

Gi¶i

Sè lé tr×nh cã thÓ gi÷a c¸c thµnh phè b»ng sè ho¸n vÞ cña b¶y phÇn tö, v×

thµnh phè ®Çu tiªn ®· ®−îc x¸c ®Þnh, nh−ng b¶y thµnh phè cßn l¹i cã thÓ cã

thø tù tïy ý. Do ®ã cã:

7! = 5040 c¸ch ®Ó ng−êi b¸n hµng chän hµnh tr×nh cña m×nh

Chó ý: NÕu muèn t×m lé tr×nh ng¾n nhÊt th× chÞ ta ph¶i tÝnh tæng kho¶ng

c¸ch cho mçi hµnh tr×nh cã thÓ, tøc lµ tæng céng ph¶i tÝnh cho 5040 hµnh t×nh.

VÝ dô 2. Cho tËp E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
a) Cã bao nhiªu sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E?

b) Cã bao nhiªu sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, trong ®ã

c¸c ch÷ sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau ?

c) Cã bao nhiªu sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t ®Çu

b»ng 123?

Gi¶i

a) Mçi sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp E øng víi chØ mét ho¸n

vÞ cña 7 phÇn tö cña tËp E, vµ ng−îc l¹i.

VËy sè c¸c sè ph¶i t×m b»ng

P7 = 7! = 5040 sè

b) XÐt hai tr−êng hîp

Tr−êng hîp 1: C¸c sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau theo thø tù ®ã.
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Gi¶ sö α = (3, 4, 5) lµ bé ba ch÷ sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau theo thø tù

®ã.

Mçi sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, trong ®ã c¸c ch÷ sè

3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau (theo thø tù ®ã) øng víi chØ mét ho¸n vÞ cña 5 phÇn tö

cña tËp F = {1, 2, α, 6, 7}, vµ ng−îc l¹i.
VËy c¸c sè ph¶i t×m b»ng:

P5 = 5! = 120 sè

Tr−êng hîp 2: C¸c sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau theo thø tù bÊt kú.

Ta biÕt r»ng cã 3! c¸ch chän c¸c bé 3 ch÷ sè (3, 4, 5) ®øng c¹nh nhau vµ

theo thø tù bÊt kú.

VËy c¸c sè ph¶i t×m b»ng:

3!.P5 = 720 sè

c) Mçi sè gåm 7 ch÷ sè phana biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t ®Çu b»ng 123,

øng víi chØ mét ho¸n vÞ cña 4 ch÷ sè (4, 5, 6, 7).

VËy c¸c sè ph¶i t×m b»ng:

P4 = 4! = 24 sè

VÝ dô 3.

a) Cã bao nhiªu c¸ch s¾p xÕp 4 ng−êi ngåi quanh mét bµn h×nh ch÷ U?

b) Cã bao nhiªu c¸ch s¾p xÕp 4 ng−êi ngåi quanh mét bµn h×nh trßn ?

Gi¶i

®Æt E = {α1, α2, α3, α4} lµ tËp hîp 4 ng−êi.

a) Víi bµn h×nh ch÷ U, cã thÓ ph©n biÖt vÞ trÝ chç ngåi b»ng c¸ch ®¸nh sè

thø tù. Khi ®ã mçi c¸ch s¾p xÕp øng víi chØ mét bé 4 ph©n tö cña tËp E.

VËy sè c¸ch s¾p xÕp b»ng:

P4 = 4! = 24 c¸ch

b) Víi mét bµn trßn, ng−êi ta kh«ng ph©n biÖt vÞ trÝ chç ngåi, cã nghÜa lµ

c¸c kÕt qu¶ chØ do ®æi chç vßng trßn, sÏ kh«ng coi lµ kh¸c nhau. VÝ dô 4 c¸ch

s¾p xÕp sau ®©y ®−îc coi lµ mét c¸ch s¾p xÕp:
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Thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm

VÝ dô 1. Cã bao nhiªu c¸ch chän bèn cÇu thñ kh¸c nhau trong m−êi cÇu

thñ cña ®éi bãng quÇn vît ®Ó ch¬i bèn trËn ®Êu ®¬n, c¸c trËn ®Êu lµ cã thø tù

?

Gi¶i

Mçi c¸ch chän cã thø tù bèn cÇu thñ cña ®éi bãng lµ mét chØnh hîp chËp

bèn cña m−êi phÇn tö. Ta cã:

A4
10 = 5040 c¸ch chän

VÝ dô 2. Gi¶ sö r»ng cã t¸m vËn ®éng viªn ch¹y thi. Ng−êi th¾ng sÏ nhËn

®−îc huy ch−¬ng vµng, ng−êi vÒ thø hai sÏ nhËn ®−îc huy ch−¬ng b¹c, ng−êi

vÒ thø ba sÏ nhËn ®−îc huy ch−¬ng ®ång. Cã bao nhiªu c¸ch trao c¸c huy

ch−¬ng nµy nÕu tÊt c¶ c¸c kÕt côc cña cuéc thi ®Òu cã thÓ x¶y ra ?

bf Gi¶i

Sè c¸ch trao huy ch−¬ng chÝnh lµ sè chØnh hîp chËp ba cña tËp hîp t¸m

phÇn tö.

V× thÕ cã

P (8, 3) = 8.7.6 = 336 c¸ch trao huy ch−¬ng

VÝ dô 3. Cã bao nhiªu c¸ch tuyÓn 5 trong 10 cÇu thñ cña mét ®éi bãng

quÇn vît ®Ó ®i thi ®Êu t¹i mét tr−êng kh¸c ?

Gi¶i

®ã chÝnh lµ sè tæ hîp chËp 5 cña 10 ph©n tö, do ®ã ta ®−îc

C5
10 = 252 c¸ch

VÝ dô 4. Cho 7 ®iÓm trªn mÆt ph¼ng sao cho kh«ng cã ba ®iÓm nµo th¼ng

hµng.

a) Cã bao nhiªu ®−êng th¼ng mµ mçi ®−êng th¼ng ®i qua 2 trong 7 ®iÓm

nãi trªn ?

b) Cã bao nhiªu tam gi¸c víi c¸c ®Ønh lµ 3 trong 7 ®iÓm nãi trªn ?
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Gi¶i

a) Mçi cÆp ®iÓm kh«ng kÓ thø tù, trong 7 ®iÓm ®· cho x¸c ®Þnh mét ®−êng

th¼ng vµ ng−îc l¹i.

VËy sè ®−êng th¼ng ®i qua 2 trong 7 ®iÓm nãi trªn b»ng:

C2
7 =

7!

2!(7− 2)!
=

5.6.7

1.2.3
= 35 tam gi¸c

VÝ dô 5.

a) Cã bao nhiªu ®−êng chÐo trong mét ®a gi¸c låi n c¹nh ?

b) Mét ®a gi¸c låi cã bao nhiªu c¹nh ®Ó sè ®−êng chÐo b»ng 35?

Gi¶i

a) Ta cã:

- Mçi ®a gi¸c låi n c¹nh th× cã n ®Ønh.

- Mçi ®o¹n th¼ng nèi 2 ®Ønh bÊt kú, kh«ng kÓ thø tù, th× hoÆc lµ mét c¹nh,

hoÆc lµ mét ®−êng chÐo cña ®a gi¸c ®ã.

VËy sè ®−êng chÐo (ký hiÖu lµ Cn) cña ®a gi¸c n c¹nh b»ng:

Cn = C2
n − n

b) Víi Cn = 35, ta ®−îc

C2
n − n = 35⇐⇒ n2 − 3n− 70 = 0

n∈N+
←→
n≥3

n = 10.

VËy ®a gi¸c låi 10 c¹nh sÏ cã 35 ®−êng chÐo.

bµi to¸n ®Õm

§Õm sè c¸c ch÷ sè tháa m·n tÝnh chÊt k h×nh thµnh tõ mét tËp

1. Ph−¬ng ph¸p

Sö dông:

* M« pháng sè trong tËp hîp sè.

* C¸c ®Þnh nghÜa ho¸n vÞ, chØnh hîp, tæ hîp.

* C¸c qui t¾c ®Õm c¬ b¶n.

2. VÝ dô minh häa
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VÝ dô 1. Cho tËp E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. T×m sè c¸c sã tù nhiªn gåm 5

ch÷ sè lÊy tõ 7 sã trªn sao cho:

a) C¸c ch÷ sè ®Òu kh¸c nhau.

b) Ch÷ sè ®Çu tiªn lµ ch÷ sè 3.

c) Kh«ng tËn cïng b»ng ch÷ sè 4.

Gi¶i

Mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu:

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E vµ i = 1, 5

a) Cã thÓ tiÕp cËn theo mét trong hai c¸ch:

C¸ch 1: Thùc hiÖn viÖc lùa chän dÇn:
* a1 ®−îc chän tõ tËp E cã 7 phÇn tö

=⇒ 7 c¸ch chän

* a2 ®−îc chän tõ tËp E\{a1} cã 6 phÇn tö

=⇒ 6 c¸ch chän

* a3 ®−îc chän tõ tËp E\{a1, a2} cã 5 phÇn tö

=⇒ 5 c¸ch chän

* a4 ®−îc chän tõ tËp E\{a1, a2, a3} cã 4 phÇn tö

=⇒ 4 c¸ch chän

* a5 ®−îc chän tõ tËp E\{a1, a2, a3, a4} cã 3 phÇn tö

=⇒ 3 c¸ch chän

Theo qui t¾c nh©n, sè c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E,

b»ng:

77.6.5.4.3 = 2520 sè .

C¸ch 2: Sö dông ®Þnh nghÜa chØnh hîp
Sè c¸c sè tù nhiªn gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ E b»ng

A5
7 = 2520

b) Ta cã:

* a1 = 3 =⇒ cã mét c¸ch chän.

* a2, a3, a4, a5 ®Ó ®−îc chän tõ E do ®ã mçi phÇn tö cã 7 c¸ch chän.
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VËy, sè c¸c sè tù nhiªn gåm 5 ch÷ sè b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 3 h×nh thµnh tõ

E b»ng

1.7.7.7.7 = 2402.

c) Ta cã:

* a5 ∈ E \ {4} =⇒ cã 6 c¸ch chän.

* a1, a2, a3, a4 ®Ó ®−îc chän tõ E do ®ã mçi phÇn tö cã 7 c¸ch chän.

VËy sè c¸c sè tù nhiªn gåm 5 ch÷ sè b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 3 h×nh thµnh tõ

E b»ng

6.7.7.7.7 = 14406 sè

VÝ dô 2. Víi 4 ch÷ sè 1, 2, 3, 4 cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè cã c¸c ch÷

sè ph©n biÖt.

Gi¶i

§Æt E = {1, 2, 3, 4}.
* Gäi A lµ tËp c¸c sè cã c¸c ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ E.

* Gäi Ak, k = 1, 4 lµ tËp c¸c sè cã k ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp

E. Ta cã ngay:

A1 ⊂ A&|A1| = A1
4

A2 ⊂ A&|A2| = A2
4

A3 ⊂ A&|A3| = A3
4

A4 ⊂ A&|A4| = A4
4

A = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4

vµ c¸c tËp A1, A2, A3, A4 ®«i mét kh«ng giao nhau.

Theo qui t¾c céng:

|A| = |A1| + |A2| + |A3| + |A4| = A1
4 + A2

4 + A3
4 + A4

4 = 64 sè

VÝ dô 3. Víi 5 ch÷ sè 1, 2, 3, 4, 5 cã thÓ bao nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè ph©n

biÖt vµ lµ

a) Sè lÎ.

b) Sè ch½n.

Gi¶i

§Æt E = {1, 2, 3, 4, 5}
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mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu:

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E vµ i = 1, 5

a) Sè α lÎ, ta cã thÓ theo mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau:

C¸ch 1: Thùc hiÖn viÖc lùa chän dÇn:
* a5 ®−îc chän tõ tËp F = 1, 3, 5

=⇒ cã 3 c¸ch chän

* a4 ®−îc chän tõ tËp E\{a5} cã 4 phÇn tö

=⇒ cã 4 c¸ch chän

* a3 ®−îc chän tõ tËp E\{a5, a4} cã 3 phÇn tö

=⇒ cã 3 c¸ch chän

* a2 ®−îc chän tõ tËp E\{a5, a4, a3} cã 2 phÇn tö

=⇒ cã 2 c¸ch chän

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{a5, a4, a3, a2} cã 1 phÇn tö

=⇒ cã 1 c¸ch chän

Theo qui t¾c nh©n, sè c¸c sè lÎ gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp

E, b»ng:

3.4.3.2.1 = 72 sè .

C¸ch 2: Sö kiÕn thøc vÒ ho¸n vÞ
* a5 ®−îc chän tõ tËp E = {1, 3, 5}

=⇒ cã 3 c¸ch chän

* a1, a2, a3, a4 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E = {a5} do ®ã
nã lµ mét ho¸n vÞ cña 4 phÇn tö

=⇒ 4 c¸ch chän.

Theo qui t¾c nh©n, sè c¸c lÎ sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp

E, b»ng:

3.P4 = 3.4! = 72 sè .

b) T−¬ng tù c©u a), ta ®−îc kÕt qu¶ b»ng 48 sè.

VÝ dô 4. Víi tËp E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè
gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt vµ

a) Lµ sè ch½n.
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b) Trong ®ã cã ch÷ sè 7 vµ ch÷ sè hµng ngµn lu«n lµ ch÷ sè 1.

Gi¶i

Mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E vµ i = 1, 5

a) Sè α ch½n, ta cã thÓ theo mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau:

C¸ch 1: Thùc hiÖn viÖc lùa chän dÇn:
* a5 ®−îc chän tõ tËp F = 2, 4, 6

=⇒ cã 3 c¸ch chän

* a4 ®−îc chän tõ tËp E\{a5} cã 6 phÇn tö

=⇒ cã 6 c¸ch chän

* a3 ®−îc chän tõ tËp E\{a5, a4} cã 5 phÇn tö

=⇒ cã 5 c¸ch chän

* a2 ®−îc chän tõ tËp E\{a5, a4, a3} cã 4 phÇn tö

=⇒ cã 4 c¸ch chän

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{a5, a4, a3, a2} cã 3 phÇn tö

=⇒ cã 3 c¸ch chän

Theo qui t¾c nh©n, sè c¸c sè ch½n gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ

tËp E, b»ng:

3.6.5.4.3 = 72 sè .

C¸ch 2: Sö kiÕn thøc vÒ ho¸n vÞ
* a5 ®−îc chän tõ tËp F = {2, 4, 6}

=⇒ cã 3 c¸ch chän

* a1, a2, a3, a4 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E = {a5} do ®ã
nã lµ mét chØnh hîp chËp 4

=⇒ cã A4
6 c¸ch chän.

Theo qui t¾c nh©n, sè c¸c ch½n sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ

tËp E, b»ng:

3.A4
6 = 1080 sè .

b) Muèn sè α cã ch÷ sè 7, ta cã thÓ tiÕn hµnh theo hai b−íc sau:

B−íc 1: Chän mét vÞ trÝ trong 5 vÞ trÝ cña c¸c ch÷ sè, ®Ó ®Æt ch÷ sè 7
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=⇒ cã 5 c¸ch chän.

B−íc 2: Bèn vÞ trÝ cßn l¹i nhËn gi¸ trÞ lµ bé mét ph©n biÖt thø tù ®−îc chän
tõ E \ {7} do ®ã nã lµ mét chØnh hîp 6 chËp 4

=⇒ cã A4
6 c¸ch chän.

VËy, sè c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, trong ®ã cã

ch÷ sè 7 b»ng:

5.A4
6 = 1800 sè .

c) Muèn sè α cã ch÷ sè 7 vµ hc÷ sè hµng ngµn lµ ch÷ sè 1, ta cã thÓ tiÕn

hµnh theo hai b−íc sau:

B−íc 1: G¸n a1 = 1 =⇒ cã 1 c¸ch chän.

B−íc 2: Chän 1 vÞ trÝ trong 4 vÞ trÝ cña c¸c ch÷ sè, ®Ó ®Æt ch÷ sè 7

=⇒ cã 4 c¸ch chän.

B−íc 3: Ba vÞ trÝ cßn l¹i nhËn gi¸ trÞ lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän
tõ E \ {7, 1} do ®ã nã lµ mét chØnh hîp 5 chËp 3

=⇒ cã A3
5 c¸ch chän.

VËy, sè c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, trong ®ã cã

ch÷ sè 7 vµ ch÷ sè hµng ngµn lµ ch÷ sè 1,b»ng:

1.4.A3
5 = 240 sè .

VÝ dô 5. (§HQG TPHCM Khèi A99): Víi 5 ch÷ sè 1, 2, 3, 4, 5. Cã thÓ lËp

®−îc bao nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè:

a) Ph©n biÖt.

b) Kh«ng b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 1.

c) Kh«ng b¾t ®Çu b»ng 123

Gi¶i

§Æt E = {1, 2, 3, 4, 5}.
a) Gäi A lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E

Ta cã ngay, mçi sè thuéc A øung víi chØ mét ho¸n vÞ 5 ch÷ sè cña tËp E

vµ ng−îc l¹i, v× vËy

|A| = P5 = 5! = 120 sè

b) Víi tËp A nh− c©u a).
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Gäi A1 lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ b¾t ®Çu

b»ng ch÷ sè 1, suy ra:

* A1 ⊂ A.

* |A1| = P4 = 4! = 24 sè.

Gäi A2 lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ E, vµ kh«ng

b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 1, suy ra:

* A12 ⊂ A.

* A = A1 ∪ A2 vµ A1 ∩ A2 = ∅.
Theo qui t¾c céng

|A| = |A1| + |A2| ⇐⇒ |A2| = |A| − |A1| = 120− 24 = 96 sè

c) Víi tËp A nh− c©u a)

Gäi B1 lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ E, vµ kh«ng

b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 123, suy ra:

* B1 ⊂ A.

* A = B1 ∪B2 vµ B1 ∩B2 = ∅.
Theo qui t¾c céng:

|A| = |B1| + |B2| ⇐⇒ |B2| = |A| − |B1| = 120− 2 = 118 sè

VÝ dô 6. Víi 5 ch÷ sè 1, 2, 5, 7, 8. Cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè gåm 3

ch÷ sè ph©n biÖt vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn:

a) Lµ mét sè hc½n.

b) Lµ mét sè nhá h¬n hoÆc b»ng 278

c) Lµ mét sè ch½n vµ nhá h¬n hoÆc b»ng 278

Gi¶i

§Æt E = {1, 2, 5, 7, 8}.
Mét sè 3 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu

α = a1a2a3, víi a1 ∈ E vµ i = 1, 3

a) Sè α ch½n, ta cã

* a3 ®−îc chän tõ tËp F = 2, 8

=⇒ cã 2 c¸ch chän
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* a1, a2 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E \ {a3} do ®ã nã lµ mét
chØnh hîp 4 chËp 2

=⇒ cã A2
4 c¸ch chän

Theo qui t¾c nh©n, sè c¸c ch½n sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ

tËp E, b»ng:

2.A3
4 = 24 sè .

b) Sè α nhá h¬n hoÆc b»ng 278, ta cã a1 ∈ {1, 2}
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau:

C¸ch 1: Ta xÐt hai tr−êng hîp:
Tr−êng hîp 1: * NÕu a1 = 1

=⇒ cã 1 c¸ch chän.

* a2, a3 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E \ {1} do ®ã nã lµ mét
chØnh hîp 4 chËp 2

VËy, trong tr−êng hîp nµy ta nhËn ®−îc:

1.A2
4 = 12 sè

Tr−êng hîp 2: NÕu a1 = 2.

=⇒ cã 1 c¸ch chän.

* a2 chän tõ tËp F = E \ {2, 8}
=⇒ cã 3 c¸ch chän.

* a3 chän tõ tËp F = E \ {2, a2}
=⇒ cã 3 c¸ch chän.

VËy, trong tr−êng hîp nµy ta nhËn ®−îc:

1.3.3 = 9 sè

VËy, sè c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt nhá h¬n 278, h×nh thµnh tõ tËp E,

b»ng:

12 + 9 = 21 sè

C¸ch 2: Ta cã:
* Gäi B1 lµ tËp c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ nhá

h¬n hoÆc b»ng ch÷ 278.

Biªn so¹n: GVC - Th.S Phan V¨n Danh

www.VNMATH.com

www.VNMATH.com



trung t©m luyÖn thi ®¹i häc: trÝ ®øc - 32/2 Nói Thµnh §µ n½ng §T: 0905.100.499 - 0511.624925 48

* Gäi B2 lµ tËp c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ nhá

h¬n hoÆc b»ng ch÷ sè 1, suy ra

B1 ⊂ B&|B1| = A2
4 = 12

* Gäi B lµ tËp c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ nhá

h¬n hoÆc b»ng ch÷ sè 2, suy ra

B2 ⊂ B&|B2| = A2
4 = 12

* Gäi B lµ tËp c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ nhá h¬n

hoÆc b»ng 28, suy ra B3 ⊂ B2& c¸c ph©n tö thuéc B3 lµ 281, 285, 287.

Ta cã

B = B1 ∪ (B2 \B3)&B1 ∩ (B2 \B3) = ∅.
Theo qui t¾c céng:

|B| = |B1| + |B2 \B3| = |B1| + |B2| − |B3| = 21sè

c) Sè α lµ sè ch½n nhá h¬n hoÆc b»ng 278, ta cã a1 ∈ {1, 2}&a3 ∈
{2, 8}. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau:
C¸ch 1: Ta xÐt hai tr−êng hîp:
Tr−êng hîp 1: NÕu a1 = 1

=⇒ cã 1 c¸ch chän.

* a3 ®−îc chän tõ tËp F = {2, 8}
=⇒ cã 2 c¸ch chän.

* a2 ®−îc chän tõ tËp G = E \ {1, a3}
=⇒ cã 3 c¸ch chän.

VËy trong tr−êng hîp nµy ta nhËn ®−îc

1.2.3 = 6 sè

Tr−êng hîp 2: NÕu a1 = 2

=⇒ cã 1 c¸ch chän.

* a2 = 8 cã 1 c¸ch chän

* a3 ®−îc chän tõ tËp F = {2, 8}
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=⇒ cã 3 c¸ch chän.

VËy trong tr−êng hîp nµy ta nhËn ®−îc

1.1.3 = 3 sè

VËy, sè c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt nhá h¬n 278, h×nh thµnh tõ tËp E,

b»ng

6 + 3 = 9 sè

C¸ch 2: Ta cã
* Gäi C lµ tËp c¸c sè ch½n gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ

nhá h¬n hoÆc b»ng 278.

* Gäi C1,2 lµ tËp c¸c sè ch½n gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ

b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 1, vµ tËn cïng b»ng ch÷ sè 2, suy ra

C1,2 ⊂ C&|C1,2| = 3.

* Gäi C1,2 lµ tËp c¸c sè ch½n gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ

b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 1, vµ tËn cïng b»ng ch÷ sè 8, suy ra

C1,8 ⊂ C&|C1,8| = 3.

* Gäi C2,8 lµ tËp c¸c sè ch½n gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E, vµ

b¾t ®Çu b»ng ch÷ sè 2, vµ tËn cïng b»ng ch÷ sè 8, suy ra

C2,8 ⊂ C&|C2,8| = 3.

Ta cã

C = C1,2 ∪ C1,8 ∩ C2,8 vµ C1,2, C1,8, C28 ®«i mét kh«ng giao nhau.

Theo qui t¾c céng:

|C| = |C1,2 + |B1,8| + |C2,8| = 9 sè

Chó ý: Chøng ta ®Òu biÕt r»ng mét sè:

α = a1a2...,

chØ cã nghÜa khi a1 6= 0.
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Do ®ã trong tr−êng hîp 0 ∈ E chøng ta cÇn xÐt c¸c tr−êng hîp riªng.

VÝ dô 7. Víi 10 ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu

sè cã 5 ch÷ sè ph©n biÖt.

Gi¶i

§Æt E = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau:

C¸ch 1. Mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu:

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E, i = 1, 5 vµ a1 6= 0

Ta cã:

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{0}
=⇒ Cã 9 c¸ch chän.

* a2, a3, a4, a5 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{a1} do ®ã nã
lµ mét chØnh hîp 9 chËp 4

=⇒ Cã A4
9 c¸ch chän.

VËy, sè c¸c sã gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b»ng:

9.A4
9 = 27216 sè

C¸ch 2: Ta cã
* Gäi A lµ tËp c¸c sè cã 5 ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ tËp E, suy ra:

|A| = A5
10.

* Gäi A1 lµ tËp c¸c sè cã 5 ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t

®Çu b»ng ch÷ sè 0,suy ra:

A1 ⊂ A&|A1| = A4
9

* Gäi A1 lµ tËp c¸c sè cã 5 ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t

®Çu b»ng ch÷ sè 0,suy ra:

A = A1 ∪ A2&A1 ∩ A2 = ∅

Theo qui t¾c céng:

|A| = |A1| + |A2| =⇒ |A2| = |A| − |A1| = A5
10 − A4

9 = 27216 sè
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VÝ dô 8. Cã bao nhiªu sè tù nhiªn gåm 5 ch÷ sè trong ®ã hai ch÷ sè kÒ

nhau ph¶i kh¸c nhau.

Gi¶i.

§Æt E = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
Mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu:

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E, i = 1, 5 vµ a1 6= 0

Ta cã:

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{0} =⇒ Cã 9 c¸ch chän.

* a2 ®−îc chän tõ tËp E\{a1} =⇒ Cã 9 c¸ch chän.

* a3 ®−îc chän tõ tËp E\{a2} =⇒ Cã 9 c¸ch chän.

* a4 ®−îc chän tõ tËp E\{a3} =⇒ Cã 9 c¸ch chän.

* a5 ®−îc chän tõ tËp E\{a4} =⇒ Cã 9 c¸ch chän.

VËy, sè c¸c sè tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi, b»ng:

9.9.9.9.9 = 59049 sè

VÝ dô 9. Víi c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5 ta cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè

gåm 8 ch÷ sè 1 cã mÆt 3 lÇn, cßn mçi sè kh¸c nhau cã mÆt ®óng mét lÇn.

Gi¶i

Bé (0, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5) sÏ t¹o ra ®−îc c¸c sè cã 8 ch÷ sè d¹ng:

α = a1a2a3a4a5a6a7a8, víi a1 6= 0

tõ ®ã suy ra:

* a1 cã 7 c¸ch chän.

* a2, ..., a8 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ 7 ch÷ sè cßn l¹i do ®ã

nã lµ mét ho¸n vÞ cña 7 phÇn tö, nh−ng v× cã 3 sè 1 nªn sÏ bÞ lÆp l¹i 3! lÇn

=⇒ Cã
7!

3!
c¸ch chän.

VËy, sè c¸c sè tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi, b»ng:

7.
7!

3!
= 5880 sè

VÝ dô 10. Víi tËp E = {0, 1, 2, 3, 4, 5} cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu
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a) Sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt.

b) Sè ch½n gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt.

c) Sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, trong ®ã cã ch÷ sè 0.

Gi¶i

Mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu:

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E, i = 1, 5 vµ a1 6= 0

a) Ta cã:

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{0}
=⇒ Cã 5 c¸ch chän.

* a2, a3, a4, a5 lµ bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{a1} do ®ã nã lµ
mét chØnh hîp 5 chËp 4

=⇒ Cã A4
5 c¸ch chän.

VËy, sè c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b»ng:

5.A4
5 = 600 sè

b) Ta xÐt hai tr−êng hîp:

Tr−êng hîp 1: NÕu a5 = 0

=⇒ Cã 1 c¸ch chän.

Khi ®ã, a1, a2, a3, a4 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{0} do
®ã nã lµ mét chØnh hîp 5 chËp 5

=⇒ Cã A4
5 c¸ch chän.

VËy, trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc:

1.A4
5 = 120 sè

Tr−êng hîp 2: NÕu a5 ®−îc chän tõ tËp {2, 4}
=⇒ Cã 2 c¸ch chän.

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{0, a5}
=⇒ Cã 4 c¸ch chän.

* a1, a3, a4 lµ mét bé phËn thø tù ®−îc chän tõ E\{a1, a5} do ®ã nã lµ
mét chØnh hîp 4 chËp 3
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=⇒ Cã A3
4 c¸ch chän.

VËy trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc:

2.4.A3
4 = 192 sè

VËy, sè c¸c sè ch½n gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b»ng

120 + 192 = 312 sè

c) Ta cã lËp luËn:

* Gäi B lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp E. Theo

a) ta cã:

|B| = 600

* Gäi B1 lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp E, trong

®ã kh«ng cã ch÷ sè 0, suy ra

B1 ⊂ B&|B1| = P5 = 5! = 120 sè

Khi ®ã B1 = B \B1 lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ

tËp E, trong ®ã cã ch÷ sè 0. Ta ®−îc:

|B1| = |B \B1| = |B| − |B1| = 480 sè.

VÝ dô 11. Cho tËp hîp E = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} cã thÓ lËp ®−îc bao
nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau ®«i mét lÊy tõ E trong mçi tr−êng hîp sau:

a) Lµ sè ch½n.

b) Mét trong 3 ch÷ sè ®Çu tiªn ph¶i b¨ng 1.

Gi¶i

Mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E, i = 1, 5 vµ a1 6= 0

a) Ta xÐt hai tr−êng hîp

Tr−êng hîp 1: NÕu a5 = 0

=⇒ Cã 1 c¸ch chän.

* a1, a2, a3, a4 lµ bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{0} do ®ã nã lµ mét
chØnh hîp 7 chËp 4
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=⇒ Cã A4
7 c¸ch chän.

VËy, trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc

1.A4
7 = 840 sè

Tr−êng hîp 2: NÕu a5 ®−îc chän tõ tËp {2, 4, 6}
=⇒ Cã 3 c¸ch chän.

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{0, a5}
=⇒ Cã 6 c¸ch chän.

* a2, a3, a4 lµ mét bé phËn thø tù ®−îc chän tõ E\{a1, a5} ®o ®ã nã lµ
mét chØnh hîp 6 chËp 3

=⇒ Cã A3
6 c¸ch chän.

VËy trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc:

3.6.A3
6 = 2160 sè

VËy, sè c¸c sè ch½n gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b»ng

840 + 2160 = 3000 sè

b) Ta xÐt hai tr−êng hîp

Tr−êng hîp 1: NÕu a1 = 0

=⇒ Cã 1 c¸ch chän.

* a2, a3, a4, a5 lµ bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{1} do ®ã nã lµ mét
chØnh hîp 7 chËp 4

=⇒ Cã A4
7 c¸ch chän.

VËy, trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc

1.A4
7 = 840 sè

Tr−êng hîp 2: NÕu a2 = 1 hoÆc a3 = 1

=⇒ Cã 2 c¸ch chän.

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{0, 1}
=⇒ Cã 6 c¸ch chän.

* a3, a4, a5 (hoÆc a1, a4, a5) lµ mét bé phËn thø tù ph©n biÖt ®−îc chän tõ

E\{a1, a2} do ®ã nã lµ mét chØnh hîp 6 chËp 3
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=⇒ Cã A3
6 c¸ch chän.

VËy trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc:

2.6.A3
6 = 1440 sè

VËy, sè c¸c sè tháa m·n ®Çu bµi, b»ng

840 + 1440 = 2280 sè

VÝ dô 12. Tõ s¸u ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5 cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè gåm

4 ch÷ sè kh¸c nhau, trong ®ã cã bao nhiªu sè chia hÕt cho 5.

Gi¶i

§Æt E = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
Mét sè 4 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu

α = a1a2a3a4, víi a1 ∈ E, i = 1, 4 vµ a1 6= 0

Ta xÐt hai tr−êng hîp

Tr−êng hîp 1: NÕu a5 = 0 =⇒ Cã 1 c¸ch chän.

* a1, a2, a3, a4 lµ bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{1} do ®ã nã lµ mét
chØnh hîp 5 chËp 4

=⇒ Cã A4
5 c¸ch chän.

VËy, trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc

1.A4
5 = 120 sè

Tr−êng hîp 2: NÕu a5 = 0 =⇒ Cã 1 c¸ch chän.

* a1 ®−îc chän tõ tËp E\{0, 5}
=⇒ Cã 4 c¸ch chän.

* a2, a3, a4 lµ mét bé phËn thø tù ®−îc chän tõ E\{5, a1} ®o ®ã nã lµ mét
chØnh hîp 4 chËp 3

=⇒ Cã A3
4 c¸ch chän.

VËy trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc:

1.4.A3
4 = 96 sè
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VËy, sè c¸c sè tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi h×nh thµnh tõ E b»ng:

120 + 96 = 216 sè

VÝ dô 13. Cho tËp c¸c ch÷ sè E = {1, 2, ..., n}. Cã thÓ lËp ®−îc bao
nhiªu sè gåm n ch÷ sè ph©n biÖt sao cho c¸c ch÷ sè 1 vµ 2 kh«ng ®øng c¹nh

nhau ?

Gi¶i

Ta cã lËp luËn:

* Gäi A lµ tËp c¸c sè gåm n ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, suy ra

|A| = Pn = n!

* Gäi B lµ tËp c¸c sè gåm n ch÷ sè ph©n biÖt sao cho c¸c ch÷ sè 1 vµ 2

®ïng c¹nh nhau. §Ó tÝnh |B| ta tiÕn hµnh theo hai b−íc sau:
* B−íc 1: Chän mét bé n− 1 phÇn tö tõ tËp F = {α, 3, 4, ..., n}, trong

®ã α = (1, 2)

=⇒ Cã Pn−1 c¸ch chän.

* B−íc 2: Chän mét ho¸n vÞ c¸c phÇn tö cña α

=⇒ Cã P2 c¸ch chän.

VËy,

|B| = Pn−1.P2 = 2.(n− 1)!

Ta cã

B = A\B lµ tËp c¸c sè gåm n ch÷ sè ph©n biÖt sao cho c¸c ch÷ sè 1 vµ

2 ®óng c¹nh nhau. Ta ®−îc:

|B| = |A\B| = |A| − |B| = n!− 2, (n− 1)! = (n− 2).(n− 1)! c¸ch

VÝ dô 14. Víi 5 ch÷ sè , 1, 2, 3, 4, 5. Cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè gåm

5 ch÷ sè ph©n biÖt vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn:

a) Mçi sè nhá h¬n 40000

b) Mçi sè nhá h¬n 45000.

Gi¶i

§Æt E = {1, 2, 3, 4, 5}
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Mét sè 5 ch÷ sè ®−îc ký hiÖu

α = a1a2a3a4a5, víi a1 ∈ E, i = 1, 5 vµ a1 6= 0

a) Ta cã thÓ lùa chän hai c¸ch tr×nh bµy sau:

C¸ch 1: Ta cã:
* V× α nhá h¬n 40000 nªn a1 ∈ {1, 2, }

=⇒ Cã 3 c¸ch chän.

* a2, a3, a4, a5 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{a1} do ®ã nã
lµ mét ho¸n vÞ cña 4 phÇn tö

=⇒ Cã P4 c¸ch chän.

VËy,c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt nhá h¬n 40000, h×nh thµnh tõ tËp E,

b»ng:

3.P4 = 360 sè

C¸ch 2: Gäi A lµ tËp c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ E vµ

mçi sè nhá h¬n 40000

* Gäi A1 lµ tËp c¸c sè cã 5 ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ tËp E, vµ b¾t

®Çu b»ng ch÷ sè 1, suy ra:

A1 ⊂ A&|A1| = P4 = 24.

* Gäi A2 lµ tËp c¸c sè cã 5 ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t

®Çu b»ng ch÷ sè 2,suy ra:

A2 ⊂ A&|A2| = P4 = 24

* Gäi A3 lµ tËp c¸c sè cã 5 ch÷ sè kh¸c nhau, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t

®Çu b»ng ch÷ sè 3,suy ra:

A3 ⊂ A&|A3| = P4 = 24

Ta cã:

A = A1 ∪ A2 ∪ A3&A1, A2, A3 ®«i mét kh«ng giao nhau

Theo qui t¾c céng
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|A| = |A1| + |A2| + |A3| = 3.24 = 72 sè

b) V× α nhá h¬n 45000 nªn a1 ∈ {1, 2, 3, 4}
XÐt hai tr−êng hîp:

Tr−êng hîp 1: NÕu a1 ∈ {1, 2, 3}
=⇒ Cã 3 c¸ch chän.

* a2, a3, a4 lµ bé ph©n biÖt thø tù ®−îc chän tõ E\{a1} do ®ã nã lµ mét
ho¸n vÞ cña 4 phÇn tö

=⇒ Cã P4 c¸ch chän.

VËy, trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc

3.P4 = 72 sè

Tr−êng hîp 2: NÕu a1 = 4 =⇒ Cã 1 c¸ch chän.

* a2 ∈ {1, 2, 2} =⇒ Cã 3 c¸ch chän.

* a3, a4, a5 lµ mét bé phËn thø tù ®−îc chän tõ E\{a1, a2} ®o ®ã nã lµ
mét ho¸n vÞ cña 3 phÇn tö

=⇒ Cã P3 c¸ch chän.

VËy trong tr−êng hîp nµy chóng ta nhËn ®−îc:

1.3.6.P3 = 18 sè

VËy, sè c¸c sè ch½n gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt nhá h¬n 45000, h×nh thµnh tõ

tËp E, b»ng

72 + 18 = 90 sè

VÝ dô 15. Cã bao nhiªu sè nguyªn, d−¬ng víi c¸c ch÷ sè ph©n biÖt, nhá

h¬n 10000?

Gi¶i

§Æt E = {0, 1, 2, 3, ..., 9}
Gäi A lµ tËp c¸c sè gåm c¸c ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, nhá

h¬n 10000.

Gäi Ak, k = 1, 4 lµ tËp c¸c sè cã k ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E.

Ta cã
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* Ak ⊂ A.

* Mçi sè thuéc Ak, k = 1, 4 øng víi mét chØnh hîp 10 chËp k c¸c phÇn tö

cña E, trong ®ã ch÷ sè ®øng ®Çu kh¸c 0, suy ra:

|Ak| = Ak
10 − Ak−1

9 =
9(10− 1)!

(10− k)!

tõ ®ã

|A1| = 9,

|A2| = 81,

A3| = 648,

A4| = 4536.

Ta cã:

A = Y Ak(k = 1, 4)&Ak, k = 1, 4 ®«i mét kh«ng giao nhau

Theo qui t¾c céng:

|A| = |A1| + |A2| + |A3| + |A4| = 5274 sè

Chó ý: Trong lêi gi¶i trªn ta ®· sö dông c«ng thøc tÝnh:

Ak
n − Ak−1

n−1 =
n!

(n− k)!
− (n− 1)!

(n− k)!
=

(n− 1)(n− 1)!

(n− k)!

TÊt nhiªn, chóng ta cã thÓ kh«ng cÇn sö dông tíi c«ng thøc trªn.

II. §Õm sè ph−¬ng ¸n.

1. Ph−¬ng ph¸p

Sö dông ph−¬ng ph¸p m« h×nh hãa cïng c¸c qui t¾c ®Õm c¬ b¶n.

2. VÝ dô minh häa

VÝ dô 1. Cã 5 tem th− kh¸c nhau vµ 6 b× th− còng kh¸c nhau. Ng−êi ta

muèn chän tõ ®ã ra 3 tem th−, 3 b× th− vµ d¸n 3 tem Êy lªn 3 b× th− ®· chän.

Mét b× th− chØ d¸n 1 tem th−. Hái cã bao nhiªu c¸ch lµm nh− vËy ?

Gi¶i

Ta cã ngay:

Biªn so¹n: GVC - Th.S Phan V¨n Danh

www.VNMATH.com

www.VNMATH.com



trung t©m luyÖn thi ®¹i häc: trÝ ®øc - 32/2 Nói Thµnh §µ n½ng §T: 0905.100.499 - 0511.624925 60

* C3
5 c¸ch chän tem th−.

* C3
6 c¸ch chän b× th−.

* 3! c¸ch d¸n tem. do ®ã, sè c¸ch lµm b»ng

C3
5 .C

3
6 .3!

VÝ dô 2. Mét ban ch©p hµnh thanh niªn cã 11 ng−êi, trong ®ã cã 7 nam

vµ 4 n÷. Ng−êi ta muèn chän mét ban th−êng trùc 3 ng−êi, trong ®ã ph¶i cã

Ýt nhÊt mét n÷. Cã bao nhiªu c¸ch chän ban th−êng trùc ?

Gi¶i

* Gäi A lµ tËp c¸c c¸ch chän ban th−êng trùc, suy ra

|A| = C3
11.

* Gäi B lµ tËp c¸c c¸ch chän ban th−êng trùc kh«ng cã n÷, suy ra

|B| = C3
7

Ta cã B = A\B lµ tËp c¸c c¸ch thµnh ban th−êng trùc 3 ng−êi, trong ®ã

ph¶i cã Ýt nhÊt mét n÷. Ta ®−îc:

|B| = |A\B| = |A| − |B| = 130 c¸ch

VÝ dô 3. Trong 100 vÐ sè cã 2 vÐ tròng th−ëng. NÕu mua 12 vÐ sè th× cã

bao nhiªu tr−êng hîp:

a) Kh«ng vÐ nµo tróng th−ëng ?

b) Cã Ýt nhÊt 1 vÐ tróng th−ëng ?

c) Cã ®óng 1 vÐ tróng th−ëng ?

Gi¶i

Trong 100 vÐ sè cã 2 vÐ tróng th−ëng cßn 98 vÐ kh«ng tróng th−ëng.

Gäi A lµ tËp c¸c bé 12 vÐ sè trong bé 12 vÐ sè trong bé 100 chiÕc, suy ra

|A| = C12
100

b) Ta cã a1 = A\A1 lµ tËp c¸c bé vÐ tróng ht−ëng. Ta ®−îc:

|A1| = |A\A1| = |A| − |A1| = C12
100 − C12

98 .
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c) Sè c¸c bé 12 vÐ, cã ®óng mét vÐ tróng th−ëng b»ng:

C1
2 .C

11
98 .

VÝ dô 4. Ng−êi ta muèn thµnh lËp mét tæ c«ng t¸c gåm 3 n÷ vµ 4 nam, 3

n÷ cã thÓ chän trong 10 n÷, cßn 4 nam cã thÓ chän trong 7 nam, trong ®ã cã

anh B×nh vµ chÞ An.

a) Cã bao nhiªu c¸ch lËp tæ ?

b) Cã bao nhiªu c¸ch lËp tæ mµ anh B×nh vµ chÞ An kh«ng ë trong cïng

mét tæ?

Gi¶i

a) Muèn thµnh lËp tæ c«ng t¸c, cã thÓ tiÕn hµnh theo hai b−íc sau:

B−íc 1: Chän 3 n÷ trong 10 n÷

=⇒ Cã C3
10 c¸ch chän.

B−íc 2: Chän 3 nam trong 7 nam

=⇒ Cã C4
7 c¸ch chän.

VËy sè c¸ch chän tæ b»ng

C3
10.C

4
7 = 4200 c¸ch

b) Gäi A lµ sè c¸ch thµnh lËp tæ, ta cã:

|A| = 42000

Gäi B lµ tËp c¸c c¸ch thµnh lËp tæ mµ nah B×nh vµ chÞ An ë cïng mét tæ,

suy ra B ⊂ A. Muèn tÝnh |B| ta tiÕn hµnh theo hai b−íc sau:
B−íc 1: Chän 2 n÷ trong 9 n÷ (v× ®· cã chÞ An)

=⇒ Cã C2
9 c¸ch chän.

B−íc 2: Chän 3 nam trong 6 nam (v× ®· cã anh B×nh)

=⇒ Cã C3
6 c¸ch chän.

VËy

|B| = C2
9 .C

3
6 = 720 c¸ch

Ta cã B = A\B lµ tËp c¸c c¸ch thµnh lËp tæ mµ anh B×nh vµ chÞ An kh«ng

ë cïng mét tæ. Ta ®−îc

|B| = |A\B| = |A| − |B| = 3480 c¸ch
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VÝ dô 5. Trong mét hép chøa 100 s¶n phÈm cã 90 s¶n phÈn ®¹t yªu cÇu

vµ 10 s¶n phÈm ch−a ®¹t yªu cÇu. H·y lÊy ngÉu nhiªn tõ hép ra 10 s¶n phÈm.

a) Cã bao nhiªu kÕt qu¶ kh¸c nhau ?

b) Cã bao nhiªu bé 10 s¶n phÈm trong ®ã cã 8 s¶n phÈm ®¹t yªu cÇu ?

Gi¶i

a) Sè bé 10 s¶n phÈm kh¸c nhau lµ

C10
100

b) Sè bé 10 s¶n phÈm trong ®ã cã 8 s¶n phÈm ®¹t yªu cÇu lµ

C8
90.C

2
10.

VÝ dô 6. Ng−êi ta muèn ph©n lo¹i mét thÕ hÖ thanh niªn theo giíi tÝnh

(nam hoÆc n÷), theo t×nh tr¹ng h«n nh©n (®· lËp gia ®×nh hoÆc ch−a lËp gia

®×nh), vµ theo nghÒ nghiÖp (17 nghÒ nghiÖp trong x· héi). Cã bao nhiªu c¸ch

ph©n lo¹i kh¸c nhau ?

Gi¶i

Mçi c¸ch ph©n lo¹i øng víi bé ba pÇn tö (x,yj, zk), trong ®ã:

* xi lµ phÇn tö cña tËp E = { nam vµ n÷ }
* yj lµ phÇn tö cña tËp F = { ®· lËp gia ®×nh, ch−a lËp gia ®×nh}
* zk lµ phÇn tö cña tËp K, gåm 17 phÇn tö vÒ nghÖ nghiÖp trong x· héi.

VËy, mçi bé (xi, yj, zk) lµ phÇn tö cña tÝch §Òc¸c E × F ×K.

VËy sè c¸ch ph©n lo¹i b»ng:

|E × F ×K| = |E| × |F | × |K| = 2.2.17 = 68 c¸ch

VÝ dô 7. Gieo mét con xóc x¾c 6 mÆt k lÇn

a) Cã bao nhiªu kÕt qu¶ kh¸c nhau ?

b) Cã bao nhiªu kÕt qu¶, trong ®ã 1 ®iÓm kh«ng lÇn nµo xuÊt hiÖn ?

Gi¶i

§Æt E = {1, 2, 3, 4, 5} lµ tËp c¸c sè ®iÓm trªn 6 mÆt xóc x¾c.

a) Mét kÕt qu¶ cña k lÇn giao con xóc x¾c øng víi mét bé (α1, α2, ..., αk)

cã k phÇn tö, trong ®ã αi ∈ E, i = 1, k, αi chØ sè ®iÓm trªn mÆt xóc x¾c ë

lÇn gieo thø i.
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VËy, mçi bé (α1, α2, ..., αk) cã k lµ phÇn tö cña tÝch §Òc¸cE14×2...4×3E︸ ︷︷ ︸
n lÇn

=

E(k)

VËy sè c¸ch ph©n lo¹i b»ng:

|E(k)| = |E|k = 6k c¸ch

b) Mét kÕt qu¶ cña k lÇn gieo con xóc x¾c, trong ®ã mÆt 1 ®iÓm kh«ng

lÇn nµo xuÊt hiÖn, øng víi mét bé (α1, α2, ..., αk) cã k phÇn tö, trong ®ã

αi ∈ E1 = E \ {1}, i = 1, k, αi chØ sè ®iÓm trªn mÆt xóc x¾c ë lÇn gieo

thø i.

VËy mçi bé (α1, α2, ..., αk) lµ phÇn tö cña tÝch §Òc¸c E14×2...4×3E1︸ ︷︷ ︸
n lÇn

=

E(k) = E
(k)
1

VËy sè c¸ch ph©n lo¹i b»ng

|E(k)
1 | = |E1|k = 5k c¸ch

3. C¸c bµi to¸n chän läc

Bµi 1 (§H Th¸i Nguyªn 99). Cã 12 chiÕc b¸nh ngät kh¸c nhau. Hái cã bao

nhiªu c¸ch s¾p xÕp chóng vµo 6 chiÕc hép gièng nhau. , mçi chiÕc hép cã 2

chiÕc b¸nh.

KÕt qu¶: C2
12 = 66 C6

66 = 9085768.

Bµi 2 (§HSP Vinh 99). Mét «æ sinh viªn cã 20 em trong ®ã cã 8 em chØ

biÕt tiÕng Anh, 7 em chØ biÕt tiÕng Ph¸p, 5 em chØ biÕt tiÕng §øc. CÇn lËp mét

nhãm ®i thùc tÕ gåm 3 em biÕt tiÕng Anh, 4 em biÕt tiÕng Ph¸p, 2 em biÕt

tiÕng §øc. Hái cã bao nhiªu c¸ch lËp nhãm.

KÕt qu¶: C3
8 .C

4
7 .C

2
5 = 19600 c¸ch.

Bµi 3 (§HYK 98). Mét chi ®oµn cã 20 ®oµn viªn trong ®ã 10 n÷. T«t c«ng

t¸c cã 5 ng−êi. Cã bao nhiªu c¸ch chän nÕu tæ cÇn Ýt nhÊt 1 n÷.
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